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LEITARTIKEL

Die folgende Parabel von Hector Herzig (Président des
Vereins «Jugend+Musik» und Geschéftsfihrer der 1G
JugendMUSIKfdrderung) durfte ich aus der SCHWEIZER
MUSIKZEITUNG 4/12, S.25 (ibernehmen. Sie passt treff-
lich auch zur aktuellen Situation an den Gymnasien.

Hansjlirg Stocker, Vizeprésident des VSMP

Die Geschichte vom Frosch

Es war einmal ein alter Mann, der vor seiner
Hiitte sall und iber das Leben nachdachte. Und
wahrend er so da saB, entdeckte er am Ufer des
kleinen Sees einen Frosch. Er packte ihn und
nahm ihn mit in seine Hitte, wo er ihn in einen
groBen Topf mit kochendem Wasser gab. Der
Frosch machte einen entsetzten Sprung heraus
aus dem Topf und war weg, ehe der alte Mann es
recht bemerkte. — Wieder saB der alte Mann vor
seiner Hutte. Er dachte an den Frosch, der sich
sicherlich ordentlich verbrannt hatte, sich aber
beherzt der Situation entzogen hatte, um weiter-
leben zu konnen. Da bemerkte der alte Mann
wiederum einen Frosch am Ufer des Sees und er
nahm auch diesen Frosch mit in die Hiitte. Da er
dieses Mal keinen Topf mit kochendem Wasser
auf dem Ofen stehen hatte, setzte er den Frosch
in einen Topf mit kaltem Wasser, heizte den Ofen
ein und setzte den Topf aufs Feuer. Zu seinem
Erstaunen stellte er fest, dass der Frosch im Topf
sitzen blieb. Das Wasser wurde warmer, schlieB3-
lich heiB, doch der Frosch blieb selbst im kochen-
den Wasser sitzen und machte keinerlei Anstalten
zu entkommen.

Ist es nicht &hnlich bei uns Menschen? Wenn
wir jah in eine gefahrliche Lage geraten, reagie-
ren wir schnell. Wenn eine bedrohliche Situation
sich langsam aber stetig aufbaut, reagieren wir in
der Regel erst, wenn es bereits zu spat ist. Wenn
man uns morgen Demokratie und Freiheit rauben
wiirde, gabe es einen Volksaufstand. So wird das
aber nicht geschehen. Demokratie und Freiheit
erodieren schleichend, langsam, wie das Wasser,
das in der Geschichte immer heiBer wird. Demo-
kratie und Freiheit als unser wertvollstes Gut sind
zum selbstverstandlichen Teil unseres Lebens ge-
waorden. Die Mdglichkeit, mitbestimmen zu dir-
fen, wird mehr und mehr zur lastigen Pflicht. Wer
geht denn heute noch abstimmen?

Juin 2012

EDITORIAL

J'ai repris la parabole suivante de la REVUE MUSICALE
SUISSE 4/12, p.25, elle est due a Hector Herzig (prési-
dent de I'association «jeunesse+musique» et secré-
taire général du groupe d’intérét «promotion de la
formation MUSICALE des jeunes»). Elle correspond
bien a la situation actuelle des gymnases.

Hansjiirg Stocker, Vice-président de la SSPMP

L'histoire de la grenouille

Il était une fois un vieil homme, assis devant
sa cabane, qui réfléchissait a la vie. Pendant qu'il
se tenait 13, il découvrit une grenouille au bord
d'un étang. Il Iattrapa et la ramena chez lui pour
la plonger dans une grande casserole d'eau
bouillante. La grenouille fit un bond terrible, et
avant méme que le vieil homme le réalise, elle
était partie. — Le vieil homme se rassit devant sa
cabane. Il pensait a la grenouille, qui s'était sans
doute cruellement brilée, mais qui avait résolu-
ment pris la fuite pour continuer a vivre. A cet
instant, il apercut une autre grenouille au bord de
Iétang, et il I'emporta a nouveau dans sa ca-
bane. N'ayant cette fois pas de casserole d'eau
bouillante, il la mit dans une marmite d'eau
froide, alluma le fourneau et posa le tout sur le
feu. A sa grande surprise, il vit que la grenouille
restait tranquillement la. L'eau devenait de plus
en plus chaude, et pourtant la grenouille ne bou-
geait pas, et méme lorsque I'eau commenca a
bouillir, elle ne fit pas mine de vouloir s'échapper.

N’en va-t-il pas de méme chez nous les étres
humains ? Confrontés & un danger, nous réagis-
sons rapidement. Par contre, lorsqu’une menace
grandit de maniére larvée, nous réagissons gé-
néralement trop tard. Si I'on nous privait demain
de la démocratie et de la liberté, il y aurait un
soulévement populaire. Mais ce n'est pas ainsi
que cela se passe. Celles-ci subissent une érosion
sournoise et lente, comme dans la fable ou I'eau
se réchauffe peu a peu. La démocratie et la li-
berté, nos biens les plus précieux, nous parais-
sent aller de soi, et la possibilité de participation
est de plus en plus souvent ressentie comme une
obligation ennuyeuse. Qui donc va encore voter
aujourd’hui?
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Mathematik und Physik aus Sicht von Gymnasiastinnen
Ein einseitiger Bericht iiber MUPET, einer Befragung im 9. und 10. Schuljahr

Hans Peter Dreyer*, Departement Mathematik, ETH Ziirich

Dieser Artikel ist in doppelter Hinsicht einseitig: Er berichtet nur iiber zwei Fécher und nur aus
Schiilersicht. Nach einem Riickblick auf vergessene Untersuchungen wird kurz auf eine Befragung
hingewiesen, welche die seit langem unverdnderte, oft ungiinstige und geschlechtsspezifisch einseitige
Einschdtzung unserer Schulfdcher bestdtigt. Dies wirft Fragen auf-

1995 wurde in TIMSS' zum letzten Mal speziell Mathematik und Physik in Schweizer Gymnasien
untersucht. Der Vergleich der Leistungen der damaligen Typen A bis E mit anderen Landern
interessierte leider die Erziehungsbehorden nicht — es war noch vor PISA. Doch wurde auch Anderes,
insbesondere Interessen untersucht. Eigentlich tberraschte es niemanden, dass Mathematik die
Gymnasiastinnen nur méssig und Physik sogar wenig interessierte. Dies hatte schon zehn Jahre frither
in der Studie von Hauselmann gezeigt, wo die Physik in der Beliebtheitsskala am Schluss lag. Wenn
man die Originaldaten in eine Skala mit 5 = sehr hoch / 1 = sehr niedrig verschiebt, findet man

Mathematik alle = 3.3 Mathematik Maturandinnen = 3.2
Physik alle = 3.0 Physik Maturandinnen = 2.6
als Referenz: Biologie alle = 4.0 Biologie Maturandinnen = 4.2

Zehn Jahre spiter untersuchte EVAMAR I° die Zufriedenheit mit der neuen Maturititsordnung, fragte
die Lernenden auch nach den Interessen und erhielt dhnliche Zahlen nicht nur am Schluss des
Gymnasiums, sondern bereits zu Beginn, im 10. Schuljahr:

Mathematik alle = 3.6 Mathematik Gymnasiastinnen = 3.2
Physik alle = 3.2 Physik Gymnasiastinnen = 2.7
als Referenz: Englisch alle = 4.1 Englisch Gymnasiastinnen = 4.3

Ist das heute anders? Eine Antwort auf diese Frage gibt die Pilot-Befragung, die ich unter dem Kiirzel
MUPET im Winter 2011/2012 bei 2500 Gymnasiastinnen und Gymnasiasten des 9. und 10. Schuljahrs
aus der ganzen Schweiz durchgefiihrt habe. In der folgenden Tabelle sind hintereinander die Werte der
Deutschschweiz (N=1300), der Romandie (N=500) und des Tessins (N=700) angegeben:

Mathematik alle =3.5/3.6/3.8 Mathematik Gymnasiastinnen =3.2/3.5/3.6
Physik alle=3.2/3.1/3.6 Physik Gymnasiastinnen = 2.8 /2.8 / 3.3
Englisch alle=4.0/4.2/4.3 Englisch Gymnasiastinnen =4.3 / 4.4/ 4.5

Auch wenn ich Mingel im Untersuchungsdesign eingestehe und beispielsweise nicht sicher bin, ob
das bessere Urteil der Tessinerinnen iiber die Physik signifikant ist, stelle ich fest: In den letzten 30
Jahren hat sich zwar vieles verindert, nicht aber die Einstellung zu Mathematik und Physik!

Ich mochte keine voreiligen Schliisse aus dem Befund, dass sich die Zahlen nicht verbessern und dass
die Gymnasiastinnen Mathematik und besonders Physik ungiinstig beurteilen, ziehen. Ich fiirchte aber,
dass die fiir 2013 geplante, reprasentative Befragung zu den gleichen Ergebnissen fithren wird.
Signalisieren diese Zahlen iiberhaupt ein Problem, liegt das nicht in der Natur der Dinge?* horte ich
schon fragen. — Ich bin iiberzeugt, dass hier ein begrabener Hund sichtbar wird. Es gibt Leistungs-
probleme in der Mathematik: Mehr als 40% erhalten von ihren Lehrerinnen und Lehrern eine
ungeniigende Note in ihrer schriftlichen Mathematikmatur. Es gibt auch Leistungsprobleme in der
Physik: Die Mediziner planten, den schweizerischen Eignungstest durch Naturwissenschaftsfragen zu
ergidnzen. Man plant den Leistungsdruck, die extrinsische Motivation der Lernenden zu erhéhen,
indem man Standards setzt, das Notengewicht erh6ht oder ungeniigende Noten nicht kompensierbar
erkldrt. Letztlich setzt aber bessere Leistung mehr und intensiveres Arbeiten voraus — und dies braucht
mehr Motivation und ein hoheres Interesse bei Schiilerinnen und Schiilern und zwar schon zu Beginn
des Gymnasiums!
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Die grosse Verdnderung der letzten 30 Jahre im Gymnasium ist der Frauenanteil. Nach der Einfiihrung
der Koedukation etwa 1970 stieg er rasch von etwa 20% auf 40% an. Im Jahr 2010 wurden 58% der
gymnasialen Maturititszeugnisse an Frauen ausgestellt, Tendenz wachsend. (Die Fachmittelschulen
wiren ein zusdtzliches Thema.) — Haben Mathematik- und Physikunterricht in den Gymnasien
ausreichend auf diese Veridnderung reagiert? Oder konzentriert man sich auf diejenigen, die primér aus
Interesse in die mathematisch-naturwissenschaftlichen Schwerpunkte PAM und BC gehen? Es freut
uns natiirlich, dass in PAM

94% / 93% / 95% ,,hohes* oder sogar ,,sehr hohes* Interesse fiir Mathematik und

85% / 87% / 91% ,,hohes* oder sogar ,,sehr hohes* Interesse fiir Physik angeben.
Auch 93% der 39 antwortenden Deutschschweizer PAM-Schiilerinnen finden Mathematik sehr
interessant, und immerhin 64% ebenfalls die Physik. Die Zahlen im Schwerpunkt Biologie/Chemie
sind zwar tiefer, aber immer noch sehr gut.

Natiirlich ist die Schule in eine Gesellschaft eingebettet, die bewusst und unbewusst Einfluss auf die
jungen Menschen und deren Praferenzen nimmt. Es ist ein schwacher Trost, dass das Bild ausserhalb
des Gymnasiums nicht wesentlich besser ist. Schon in den 60er Jahren schrieb C. P. Snow” iiber die
»Zwei Kulturen. Und der wohlwollende, aber trotzdem kritische Beobachter Hans Magnus
Enzensberger’ diagnostizierte 2002, die Mathematik sei ,im Jenseits der Kultur“. — Wirken der
aktuelle Mathematik- und Physikunterricht an den Gymnasien der snobistischen, aber verbreiteten
Meinung von Dietrich Schwanitz’ entgegen, Mathematik und Physik gehorten nicht zu dem, ,,was man
wissen miisse? Tragen Mathematik und Physik im Grundlagenfach nicht nur zur Studierféhigkeit,
sondern auch zur Allgemeinbildung bei?

MUPET, die Studie zur Mathematik- Und PhysikEntwicklung im Gymnasium, soll vertieft werden.
Auch die erweiterte Befragung, zu deren Unterstiitzung ich Sie aufrufe, wird keine einfachen
Losungen aufzeigen. Solche wiren ldngst schon gefunden und genutzt worden. Aber die Lernenden
konnen konkrete Hinweise auf fiir sie wichtige Elemente im komplexen Unterrichtsgeschehen geben:
Zur Stoffauswahl, zum Lehrbuch, zur Binnendifferenzierung usw. Beispielsweise liefert die
Deutschschweiz in der Pilotstudie zur Aussage ,,Ich brauche in Physik immer etwas Ermutigung.*
58% JA oder eher JA bei den Gymnasiastinnen, hingegen nur 36% JA oder eher JA bei den
Gymnasiasten.

Das ,,T* in MUPET verweist auf Technik. Diese ist kein eigenes Unterrichtsfach, aber einerseits
Motivation fiir die meisten PAM-Schiiler und andererseits wohl ein Hemmnis bei vielen Frauen, die
lieber den Menschen im Zentrum sehen. Nur rund 2% der antwortenden Gymnasiastinnen planen
,,sicher ein Studium aus dem Sektor ,,Mathematik, Physik, Informatik, El.ing. usw.*; nur 29 von 1436
Frauen mochten gerne in einem technischen Beruf tétig sein. Deshalb werden weiterhin einige Fragen
auf Beziehungen zur Technik zielen, wo gemiss dem Bericht des Bundesrats zu den MINT-Berufen®
Nachwuchsmangel herrscht.

Was immer die Befragungsergebnisse sind, auch in Zukunft werden die Lehrerinnen und Lehrer
zentral bleiben, ganz so wie es ein Schiiler und eine Schiilerin im negativen respektive positiven Sinn

bei den freien Kommentaren ausdriicken. Im Originalton:

1 faudrait changer les professeurs de physique car, en tout cas le mien, ne donne pas une bonne
ambiance symapthique de travail.“ (m / BC)

,,Ich finde es vor allem in Mathematik sehr sehr wichtig, einen guten Lehrer zu haben. Das Gymna-
sium sollte nicht einfach alle Mathematiklehrer einstellen die sie bekommen kénnen.* (w / BC)
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*) Zum Autor: Hans Peter Dreyer arbeitete von 1972 bis 2010 Physik- und Mathematiklehrer an der
KS Wattwil und wirkte teilzeitig als Physikdidaktiker an der ETH und der UNI Ziirich. Zu Zeiten von
TIMSS amtete er als Prasident des VSMP, und er prisidierte den VSG, als EVAMAR lief.

Quellen:

' TIMSS 95 = Third international mathematics and science study
http://timss.be.edu/timss1995i/t95_study.html ~ und www.vsmp.ch/bulletin/no84/timss.pdf

2 EVAMAR I = Evaluation der Schweizer Maturititsreform im Auftrag von EDK und SBF
www.sbf.admin.ch/evamar/evamar 1/dt/ergebnisse.html

Ramseier, Erich et. al: Evaluation der Maturititsreform 1995 — Schlussbericht zur Phase 1. Bern 2005
* Snow, Charles Percy: The Two Cultures and a Second Look, Stuttgart 1967 (Klett)

* Enzensberger, Hans Magnus: Elixiere der Wissenschaft, Frankfurt a. M. 2002 (Suhrkamp), p. 11

> Schwanitz, Dietrich: Bildung — Alles, was man wissen muss, Frankfurt a. M. 1999 (Eichborn)

% Bericht des Bundesrats: Mangel an MINT-Fachkriften in der Schweiz — Ausmass und Ursachen des
Fachkriftemangel in MINT (Mathematik, Informatik, Naturwissenschaften und Technik) Bern

www.sbf.admin.ch/htm/dokumentation/publikationen/uni/Bericht_Fachkraeftemangel de.pdf
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Uber eine ziemlich allgemeine Zahlenfolge
und eine ziemlich allgemeine Funktion

Beat Jaggi, beat.jaggi@phbern.ch

Abstract

Ausgehend von einem verallgemeinerten Mittelwert wird eine Zahlenfolge definiert, die
eine Verallgemeinerung von arithmetischen, geometrischen und harmonischen Folgen dar-
stellt. Mit der expliziten Beschreibung dieser Folge kann eine Funktion angegeben werden,
die affine Funktionen, Potenzfunktionen, Wurzelfunktionen, Exponentialfunktionen etc.
umfasst.

Einleitung

Zwischen gewissen Folgen reeller Zahlen ag, ay, as, ... und Mittelwerten besteht ein
enger Zusammenhang: Bei einer arithmetischen Folge ist jedes Folgeglied (mit Ausnahme
des ersten) das arithmetische Mittel seiner Nachbarglieder. Analoges gilt fiir geometrische
und harmonische Folgen.

Diese Eigenschaft kann genutzt werden, um rekursive Beschreibungen dieser drei Typen
von Folgen zu gewinnen.

Gp—1+ Qnt1

p = ————— =  api1=2an—Qn-1; n=>1 (1)

a2
Up = /0n—10n+1 - Up+1 = L ;o n>1 (2)
an—1

205 -10p41 Ap—10a

Ay = Sono1Tndl -  Op41 = “ = ;o n=>1 (3)
Gn—1 1 Qp+1 2an—1 — an

Sind die ersten beiden Zahlen ag und a; vorgegeben, dann kénnen wir die Folgeglieder
sukzessive berechnen.

Es ist leicht zu sehen, dass aus den rekursiven Beschreibungen (1), (2) und (3) die un-
tenstehenden expliziten Darstellungen folgen:

ap, = ap+n(ar —ag) =na; — (n—1)ag (4)
n n
- al o a1
an = ag- <ao> = (5)
1 apa apa
- 001 _ 001 (6)

1 1 1y —(n—1 —
Lin (a _ %) nag — (n—1L)ar a1 +nlag — a1)

Setzt man in (4) a1 —ag = d oder in (5) 2 = ¢, so erhélt man die wohlbekannten
expliziten Beschreibungen von arithmetischen und geometrischen Zahlenfolgen. (6) ist
die explizite Beschreibung einer allgemeinen harmonischen Zahlenfolge. ag und a; sind

dabei so zu wahlen, dass der Nenner a1 + n(ag — ay) fiir alle n € Ny ungleich Null bleibt.
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Verallgemeinerter Mittelwert

Die oben beschriebenen Mittelwerte lassen sich zu einem allgemeinen Mittelwert zusam-
mengefassen. (siehe z.B. [1])

Definition: Fiir zwei positive reelle Zahlen a und b und eine reelle Zahl r definieren wir
T _|_ bT‘ L
a r

m, = < 5 ) (7)

Bemerkung: Definition (7) kann auf n Zahlen verallgemeinert werden (siche [1]).

Eine einfache Rechnung zeigt, dass m; das arithmetische und m_; das harmonische
Mittel von a und b ist.

Der Fall r = 0 verdient besondere Beachtung.

Es gilt:

(£ 0 o)) )

2 = e T

Auf den Quotienten
f(r) _ (5%

g(r) r
lasst sich die Regel von Bernoulli-de 'Hopital anwenden, also gilt
"Ina+b"-lnb
o fr) ) e lat+nb 1 N L
71}3(1) o 71}3(1) o 71}3(1) I = 5 =3 In(ab) = In(ab)2 = InVab
und somit

1
lim<a ;b )sz

Wir kénnen mg mit dem geometrischen Mittel identifizieren und m, ist tatsichlich fiir
jede reelle Zahl r definiert.

Bemerkungen: 1. Man kann zeigen, dass m,., aufgefasst als Funktion von r, streng mo-
noton steigt (a # b). Aus dieser Monotonie von m,. folgen dann die bekannten Unglei-
chungen m_; < mg < my zwischen harmonischem, geometrischem und arithmetischem
Mittel zweier Zahlen a und b.

2. Es gilt
lim m, = Max{a,b} und lim m, = Min{a, b}
r—00 r——00
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Allgemeine Mittelwert-Folge

Mit dem im vorherigen Abschnitt definierten verallgemeinerten Mittelwert m,. lasst sich
nun fiir jede reelle Zahl r eine allgemeine Folge definieren: Jedes Folgeglied (mit Ausnah-
me des ersten) soll der verallgemeinerte Mittelwert seiner Nachbarglieder sein.

1
a’ _, +a’ r
a, = < n—1 5 n+1> (8)

Obwohl die Folgeglieder nun von r abhéngen, verzichten wir auf eine entsprechende
Anpassung der Bezeichnungen.

Rekursive Beschreibung der verallgemeinerten Mittelwert-Folge:

Auflésen von (8) nach a,41 ergibt eine rekursive Darstellung

=

aner = (2] —af )" (9)

Nach Vorgabe von zwei Zahlen ag und a; liefert die obige Formel im Prinzip fiir jede reelle
Zahl r eine Zahlenfolge, die wir als verallgemeinerte Mittelwert-Folge (a;),, . bezeichnen.

Explizite Beschreibung der verallgemeinerten Mittelwert-Folge

Behauptung: Aus der rekursiven Beschreibung (9) der verallgemeinerten Mittelwert-
Folge ergibt sich die folgende explizite Darstellung:

=

1
p

an = [nay = (n = ag]" = [ag +n (ay — ap)]” (10)

Beweis: Mit Induktion: Fiir n = 0 und fiir n = 1 ergibt der Term in (10) gerade ag
resp. aj.

9) kann in der Form a!_, = 2a, —al _,
n+1 n n—1
(10) in der Form a], = aj + n (a] — afy) geschrieben werden.

Die Formel (10) sei richtig fiir n. Dann gilt:

20, —ap_y = 2[ag+n(ay —ap)] = lag + (n —1) (a1 — ag)]
2ag + 2n (a1 — ag) —ap — (n — 1) (a1 — ap)
ap + (2n — (n—1)) (a1 — ap)

= ay+(n+1)(a] —ag) =ay WZZW.

Behauptung: Die Zahlenfolge

=

1
p

an = [nay — (n = ag]" = [ag + n(af — ag)]”

beschreibt fiir 7 = 1 eine arithmetische, fiir 7 = 0 eine geometrische und fiir » = —1 eine
harmonische Folge mit den Anfangsgliedern ag > 0 und a; > 0.

Juin 2012 Numéro 119 -



VSMP — SSPMP — SSIMF

Beweis: Die Falle r = 1 und r = —1 sind trivial.

r=20:
ln[nug—(n—l)ag]
T

% ln[naff(nfl)ag]% _

[nay — (n = Dag]” = e

Der Quotient
£(r) _ Infnat — (n - 1)aj]

g(r) r
erfiillt wiederum die Voraussetzungen fiir die Regel von Bernoulli-de I’Hopital.
1(r) ) = nal -Ina; — (n — 1)aj - Inag .
g'(r) naj — (n —1)ag

Somit wird

nai -lna; — (n—1)aj-Inay  n-lna; — (n—1)-Inay  In(ay)" - In (ag)™

li = =
r0 nai — (n— 1)aj, n—(n—1) 1
n
=In < :11)
g
und schliesslich folgt
: ro_ - r % _ at _ (@ "
}1_{% [nay — (n —1)ag]” = ag_l = ao <a0>

Wir erhalten die explizite Beschreibung einer geometrischen Folge mit den Anfangsglie-
dern ap und ap (siehe (5)). WZZW.

Die Folge

=

an = [naf — (n = 1)aj]" = [a§ +n (af — ap)]"

ist also tatséchlich eine Verallgemeinerung von arithmetischen, geometrischen und har-
monischen Folgen. Die bekannteste harmonische Folge 1, %, %, i, %, ... erhalt man

mit ag = 1, alz%undr:—l.

Im néchsten Abschnitt ersetzen wir die Zahl n € Ny durch € R und untersuchen die
so entstehende Funktion.

Verallgemeinerte Funktion

Da jede Zahlenfolge als Funktion mit Definitionsmenge INg aufgefasst werden kann, wird
die oben beschriebene Folge durch Erweitern der Definitionsmenge zu einer reellen Funk-
tion.

Definition Zu zwei (positiven) reellen Zahlen ag und aq setzen wir

3=

fr(@) = lag+z(@—a)lm 5 reR (11)
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Bemerkung: Die Definitionsmenge der Funktion f, hingt von r und von der Wahl von
ap und a1 ab.

Durch besondere Wahl von ag, a; und r erhélt man mit (11) zahlreiche elementare

Funktionen:
Funktion(styp) r ag ai Funktionsgleichung
Potenzfunktionen >0 0 1 fip(z) ="
Wurzelfunktionen neN | 0 1 fo(z) = Yz
Quadratwurzelfunktion 2 0 1 fa(z) =z
Exponentialfunktionen 0 Al Ab fo(z)=A-b"
Affine Funktionen 1 qg | m+gq filz) =mx+q
- : - T T — T
Besondere rationale Funktion | —1 7| mrg Jo1(z) = — T4
So ist )
fr(@) =lag+z(ay —ag)]” 5 reR

eine Verallgemeinerung aller Funktionen, die in der obigen Liste aufgefiihrt sind.
Bemerkung: Die Funktion f(z) = 1 kann nicht direkt erzeugt werden.

Mit ap = 1, ay = % gllt aber f,l((E — ]_) = % .

Schlussbemerkung: Die oben vorgestellte Zahlenfolge a,, und die Funktion f, miissten
eigentlich bekannt und schon untersucht worden sein. Hinweise nimmt der Autor dankbar
entgegen.

Literatur:

[1] G. Hardy, J.E. Littlewood, G. Poly4, Inequalities, Second edition, Cambridge Ma-
thematical Library, 1952
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Drei Satze iiber ebene Polygonziige
Christian Blatter

1. Einleitung. Von den drei angesagten Polygonsitzen handeln die ersten beiden — der Jordansche
Kurvensatz und der Umlaufsatz von Hopf — im Grunde genommen von “beliebigen” Kurven; nur der
nachgeschobene Satz von Pick iiber den Fliacheninhalt von Gitterpolygonen ist strikt ein Satz iiber
Polygone. Der Jordansche Kurvensatz ist ein zentraler Satz der ebenen Geometrie; aber sein Beweis
ist so aufwéandig, dass sich nur die wenigsten Studenten je damit befassen miissen. Der Umlaufsatz
von Hopf ist an sich einfacher; aber ein schlanker Beweis verlangt begriffliche Hilfsmittel, die an
der Schule nicht zur Verfiigung stehen. Indem wir diese Satze auf Polygonniveau herunterbrechen,
konnen wir viele Schwierigkeiten eliminieren, ohne an “globaler Geometrie” einzubiissen. Gleich-
zeitig steht uns damit das starke Werkzeug der vollstdndigen Induktion zur Verfiigung, das erlaubt,
geometrisch noch so komplexe Situationen in der Induktionsannahme abzulegen und in einem
iibersichtlichen Induktionsschritt weiterzuentwickeln. Unser Argumentieren wird sich auf einem
Level bewegen, das Gymnasiasten zuganglich ist und ihnen ein mathematisches Erlebnis vermittelt,
das iiber den Alltagstrott hinausweist.

2. Der Jordansche Kurvensatz. FEine einfach geschlossene Kurve, kurz: Jordankurve, ist
das injektive und stetige Bild « einer Kreislinie in der euklidischen Ebene E. Man stelle sich
eine zur Endlosschlaufe verknotete Schnur vor, die ohne Uberkreuzungen auf dem Tisch liegt.
Der Jordansche Kurvensatz besagt, dass eine derartige Kurve die Ebene in genau zwei Gebiete
zerlegt: ein Innengebiet, das beschrankt ist und topologisch dquivalent zu einer Kreisscheibe,
und ein Aussengebiet. Dies entspricht unserer Alltagserfahrung, und wir machen uns etwa beim
Argumentieren iiber planare Graphen keinen zweiten Gedanken dariiber. Jordan war der erste, der
festgestellt hat, dass der beschriebene Sachverhalt nicht selbstversténdlich ist, sondern ein Satz.
Treffen dessen Voraussetzungen nicht zu, so sind andere Situationen moglich: Ist die Abbildung
f: S' — E, die v erzeugt, nicht injektiv, so entstehen mehr als zwei Gebiete (siche die Fig. 2,
rechts). Eine Kurve, die einmal um einen Torus herumgeht, zerlegt die Torusfliche nicht, und auch
ein Md&biusband zerféllt nicht in zwei Teile, wenn man es ldngs der Mittellinie zerschneidet. Jordans
Beweis (1887) war allerdings nicht ganz wasserdicht, und heute wird Veblen (1905) die Prioritét
fiir einen korrekten Beweis zugeschrieben. Ein Beweis aus neuerer Zeit ist der von Twerberg [4],
er beginnt ebenfalls mit Polygonen ...

Jeder Beweis des Kurvensatzes in seiner allgemeinen Form muss mit zwei ganz verschiedenen
Schwierigkeiten fertig werden: Erstens mit der komplizierten Gestalt, die auch eine “schone” Jor-
dankurve haben kann (siehe die Fig. 1), und zweitens mit der unter Umsténden sehr gekréuselten
Mikrostruktur einer nur als stetig vorausgesetzten Kurve — man denke an die Kochsche Schnee-
flockenkurve oder an immer kleinere Spiralen und Gegenspiralen, die iterativ auf eine einfache
Ausgangskurve aufgesetzt werden. Viele Beweise, zum Beispiel der in [1], setzen daher v von An-
fang an als stetig differenzierbar voraus. Dann ist jederzeit klar, ob man die Kurve tatséchlich
iiberschritten hat oder nicht. Wir schranken uns hier sogar auf Polygonziige ein. Auch mit
Polygonziigen lassen sich beliebig vertrackte geometrische Situationen produzieren, eine “fraktale
Krauselung” allerdings nicht.
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Fig. 1

Das Folgende spielt sich in der euklidischen Ebene E ab, wenn notig mit einem rechtwinkligen
(z,y)-Koordinatensystem versehen. Ein (n 4 1)-Tupel (zo, ..., 2,) von Punkten z, € F definiert
durch Aneinanderhéingen der Streckenwege o, := [z—1, 2x] (1 < k < n) einen Streckenzug y von 2
nach z,. Ein derartiges v besitzt eine stetige und stiickweise lineare Parameterdarstellung ¢ +— z(t)
mit z(k) = zx (0 < k < n). Die Vereinigung der Teilstrecken oy, eine kompakte Teilmenge von F,
bezeichnen wir ebenfalls mit 7. Eine offene Menge Q2 C FE ist zusammenhédngend, wenn es fiir je
zwei Punkte a, b € Q einen Streckenzug v von a nach b gibt, der ganz in 2 liegt. Im Allgemeinen
zerféllt aber eine offene Menge (2 in disjunkte Zusammenhangskomponenten, kurz: Komponenten.
Zwei Punkte a, b € € gehdren genau dann zur gleichen Komponente, wenn sie sich durch einen
ganz in {2 liegenden Streckenzug miteinander verbinden lassen.

Ist v = (20,...,2n), n > 3, ein Streckenzug mit zp = z, und z2(t) # z(¢') (¢t < t'), ausser
wenn (t,t') = (0,n), so heisst v ein einfach geschlossener Polygonzug oder ein n-Jordanzug. Fir
derartige Polygonziige nimmt der Jordansche Kurvensatz die folgende Form an:

Satz 1. (a) Es sei y ein n-Jordanzug in der Ebene E. Dann zerfillt die Menge E'\ vy in genau zwei
Zusammenhangskomponenten §2; und €2,. Bei einmaligem Uberschreiten von v wechselt man von
der einen in die andere Komponente.

(b) Das sogenannte Innengebiet §); lasst sich durch Diagonalen triangulieren und ist topologisch
dquivalent zu einem konvexen n-Eck.

(¢) Das Aussengebiet Q, ist unbeschrankt und enthélt alle Punkte z € E, die hinreichend weit von
~ entfernt sind.

Wir beweisen den Satz 1 in Abschnitt 5.

3. Der Umlaufsatz von Hopf. Ein Wanderer unternimmt eine je nachdem verschlungene, aber
stlickweise glatte Rundwanderung

v tez(t)e B (0<t<T), 2(0) = 2(T) .

Langs der glatten Wegstiicke hat sein Fortschreiten in jedem Moment ein ganz bestimmtes Azimut,
vulgo: eine bestimmte Himmelsrichtung 6(¢), und diese Richtung dndert sich kontinuierlich langs
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gebogenen Wegstiicken. In den Knickpunkten zj := z(f;) von v &ndert sich 6(¢) abrupt um den
Winkel ¢y, = 0(t+) — 0(ty,—), dabei gilt —7 < ¢, < m. Wir kénnen die infinitesimalen und
die abrupten Richtungsdnderungen unter Beriicksichtigung des Vorzeichens laufend aufaddieren:
Ein 45°-Schwenk nach links schldgt mit 47 zu Buche (siche die Fig. 2, links), ein Viertelkreis
rechtsherum éndert 6 um 90° und liefert den Beitrag ¢ = —7, undsoweiter. Kommt der Wanderer
mit anderem Azimut am Ausgangspunkt an, als er gestartet war, so ist natiirlich ein entsprechender
Schwenk mitzuzéhlen. Was ldsst sich iiber die algebraische Summe ¥, dieser Richtungsinderungen

sagen? Es ist klar, dass ¥, ein Vielfaches von 27 ist; das heisst, es gibt ein n € Z mit
Xy=n-2m.

Die Fig. 2, rechts, zeigt, dass fiir die Zahl n beliebige ganzzahlige Werte méoglich sind.

Fig. 2

Wenn wir nun annehmen, dass unser Wanderer an keinem Ort mehr als einmal vorbeikommt, so ist
~ eine geschlossene Jordankurve. Hopf hat 1935 bewiesen [3], dass in diesem Falln = 1 oder n = —1
sein muss. Bei einem konvexen Rundweg scheint das selbstverstandlich; bei der Jordankurve von
Fig. 1 miisste man es zur Sicherheit nachpriifen! Dieser “wohl auf Riemann zuriickgehende” (so
Hopf), aber heute nach ihm benannte Umlaufsatz ist giiltig fiir beliebige stiickweise stetig differen-
zierbare Jordankurven. Wir beweisen ihn in Abschnitt 6 fiir Jordanziige:

Satz 2. (a) Es sei v ein Jordanzug in der Ebene E. Dann ist die algebraische Summe ¥, der
Richtungsanderungen ldngs v gleich 27 oder gleich —2.

Bei Satz 1 hat der Umlaufsinn von v um €2; keine Rolle gespielt; dieses Mal miissen wir uns aber
darum kiimmern. Der Jordanzug 7 hat ndmlich nicht nur eine Innen- und eine Aussenseite, sondern
auch eine linke und eine rechte Seite, die an die Fortschreitungsrichtung gekniipft sind: Wird im
Mittelpunkt jeder Teilstrecke [zx_1, 2] C v ihr Richtungsvektor uy := (cos 6y, sin ;) angeheftet
und dreht man diese Vektoren an Ort und Stelle um 90° im Gegenuhrzeigersinn, so weisen die
gedrehten Vektoren uj, entweder alle ins Innengebiet oder alle ins Aussengebiet von . Im ersten
Fall sagen wir, das Innengebiet €; befinde sich zur Linken von . Wir konnen damit die Aussage
des Satzes wie folgt prézisieren:

(b) Befindet sich §; zur Linken von v, so ist £, = 2w, andernfalls ist ¥, = —2m.
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Fig. 3

4. Der Satz von Pick iiber den Flicheninhalt von Gitterpolygonen. Der Satz von Pick
handelt von Jordanziigen v = (2, 21, - - -, 2n—1, 20), deren Teilpunkte z; ganzzahlige Koordinaten
besitzen. Es geht also um das Gitter Z? C E. Ausser den gegebenen z;, kénnen noch weitere Gitter-
punkte “zufillig” auf v liegen und sollen an entsprechender Stelle in die Liste der z;, aufgenommen
werden, siche die Fig. 3. Das Polygon P := ); besitze also insgesamt n, Randgitterpunkte; ferner
gibt es n; > 0 innere Gitterpunkte. Unter diesen Annahmen gilt folgende Formel von Pick fiir den
Flacheninhalt A(P):

Satz 3. A(P):ni—i—%—l.

Von diesem Satz gibt es unzéhlige Beweise. Die meisten operieren mit einer Triangulation von P
durch Diagonalen und der nachfolgenden Analyse einzelner Dreiecke. Im Anschluss an den Beweis
der Séatze 1 und 2 kénnten wir mit dem vorhandenen Apparat auch fiir den Satz von Pick einen
derartigen Induktionsbeweis anstrengen, argumentieren aber lieber mit Hilfe eines physikalischen
Gedankenexperiments [2].

Beweis von Satz 3. Es gibt nur endlich viele Gitterpunkte, die nicht auf ~ liegen, aber einen
Abstand < 1 von « haben. Unter den auftretenden Absténden gibt es einen kleinsten; es sei d > 0
dieser kleinste Abstand.

Fig. 4

Wir stellen nun auf jeden Gitterpunkt der Ebene eine Kerze mit Durchmesser d und Volumen
1. Die Grundfliche jeder Kerze enthélt zwei Teilstiicke von v der Gesamtlange d, aber keine
weiteren Punkte von « (siehe die Fig. 4). Werden diese Kerzen simultan zum Schmelzen gebracht,
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Fig. 5

so entsteht ein See aus flilssigem Wachs, der die ganze Ebene mit der konstanten Héhe 1 bedeckt.
Das Wachsvolumen V iiber dem Polygon P betragt daher genau A(P).

Woher kommt dieses Wachs? Es sei o := [z, _1, 2] eine Teilstrecke von v und m deren Mittelpunkt.
Wie man der Figur 5 entnimmt, ist der ganze unendliche Kerzenwald zentralsymmetrisch beziiglich
m. Per saldo ist also kein Wachs {iber die Strecke o geflossen, und das gilt fiir jede Teilstrecke von +.
Somit ist das Wachsvolumen V iiber dem Polygon P am Ende des Prozesses dasselbe wie am Anfang
und ist bestimmt durch die Kerzen auf den inneren Gitterpunkten und den Randgitterpunkten von
P. Die inneren Kerzen liefern zusammen das Volumen n;. Liegt Q; zur Linken von =, so liefert die
Kerze im Randgitterpunkt 2z, den Volumenbeitrag

1 ¢
2 2r’

wobei ¢y, € |—m, 7| die Schwenkung von ~ an der Stelle z;, darstellt (Fig. 4). Auf Grund von Satz
2 haben wir daher

A(P):V:ni—FZ(%—g—;) +———Z¢k 1.
O

5. Beweis von Satz 1. Die Aussagen des Satzes treffen offensichtlich zu, falls n = 3. (Hier
wurde schon benutzt, dass wir uns in der Ebene befinden!). ITm Weiteren sei daher n > 4 und der
Satz richtig fiir beliebige m-Jordanziige mit 3 < m < n.

Als erstes verschaffen wir uns eine Ecke von +, bei der klar ist, was innen ist und was aussen: Unter
den z; mit maximaler z-Koordinate gibt es eines mit maximaler y-Koordinate; nach zyklischer
Umnummerierung diirfen wir annehmen, das sei zg. In der Umgebung von zy haben wir dann die
Situation von Fig. 6, (i)—(ii), wobei v auch rechtsherum gehen kénnte. Das wiirde aber an den
folgenden Uberlegungen nichts &ndern.

Es bezeichne A das abgeschlossene Dreieck [z,—1, 20, 21] und v* den nach Entfernung des Teilstiicks

(#n-1, 20, 21) verbleibenden Hauptteil (z1, 22, ..., 2,—1) von . Wir unterscheiden zwei Fille:

(i) Hat v* nur die Punkte z; und z,_1 mit A gemein, so sind sowohl v := (20, 21, 2n—1, 20) Wie
~" = (z1,22,...,2n-1, 21) Jordanziige mit weniger als n Teilstrecken, darunter die gemeinsame

Teilstrecke § := [z,—1, 21].
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Fig. 6

(if) Trifft (i) nicht zu, so gibt es in A Punkte von ~* mit maximalem Abstand von [z,_1, 1],
darunter wenigstens ein z,. mit 1 < r < n — 1. Die Strecke ¢ := [z0, 2] hat nur die Punkte zo
und z, mit v gemein, folglich sind v’ := (20, 21, - - -, 2r, 20) Und v := (20, 21, Zr415 -+ -5 Zn—1, 20)
zwei Jordanziige mit weniger als n Teilstrecken, darunter die gemeinsame Teilstrecke 4.

In beiden Fallen konnen wir auf 4" und ~” die Induktionsvoraussetzung anwenden: Die Menge ~'
zerlegt E in zwei Gebiete Q) und €, so dass die Aussagen (a)—(c), bezogen auf 4/, gelten, und das
Analoge trifft zu fiir v/. Da man von 2o aus beliebig weit nach rechts gehen kann, ohne wieder auf
~" oder 4" zu treffen, gehoren die Punkte unmittelbar rechts von zy sowohl zu Q/, wie zu Q. Ein
derartiger Punkt werde markiert und mit z, bezeichnet.

Im Fall (i) ist ©; das Innere des Dreiecks A. Von z, aus gelangt man durch Uberschreiten von
[z1,22] C +" ins Innengebiet /. Die beiden Gebiete Q) und Q} stossen also lings ¢ aneinander.
Im Fall (ii) gehoren die nahe bei zg gelegenen Punkte des Sektors <((z;, 29, 21) dem Gebiet € und
die nahe bei zy gelegenen Punkte des Sektors <t(z,_1, 20, 2) dem Gebiet Q7 an. Auch in diesem
Fall stossen die beiden Gebiete 2 und €2 ldngs ¢ aneinander.

Dies legt nahe, das zu v gehorende Innengebiet €2; wie folgt zu definieren:
Qi :Q;UQQIU(SO 3

dabei bezeichnet 6° die jeweilige Strecke ¢ ohne deren Endpunkte. Die Menge €; ist offensichtlich
zusammenhangend.

Fig. 7
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Der Jordanzug 4" hat nur die Strecke 6 mit ' gemein; folglich gehoren alle Punkte von 4"\ § zur
gleichen Komponente von E\ 7/, und ein Blick auf z, in der Fig. 7 zeigt, dass das die Komponente
2 sein muss. Somit hat 4" hat keine Punkte mit §2; gemein. Folglich liegen alle Punkte von €2, in
der gleichen Komponente von E \ 7", und ein Blick auf z, zeigt, dass das die Komponente 2/ sein
muss. Somit gilt ) C 2; und daraus folgt weiter, dass die beiden Teilgebiete 2, und ! disjunkt
sind.

Nach Induktionsvoraussetzung besitzen sowohl €, wie Q) eine Triangulation durch Diagonalen.
Ergénzt man diese Triangulationen durch die Diagonale §, so erhélt man eine Triangulation von
Q; durch Diagonalen. Es sei jetzt P = (wg,w1,...,W,,...w,_1,w) ein beliebiges konvexes n-
Eck, und fiir jede Diagonale [zj, 2] von Q; werde die entsprechende Diagonale [w;,wy] in P ge-
zeichnet. Jedes Dreieck [zj, 2y, 2] der Triangulation von €2; lésst sich affin auf das entsprechende
Dreieck [w;, wy, w;] von P abbilden. Da die Teilverhéltnisse auf den Dreiecksseiten erhalten bleiben,
entsteht dabei insgesamt eine bijektive, stetige und stiickweise lineare Abbildung von §2; auf P.

Inspiriert von der Figur definieren wir nun das zu v gehérende Aussengebiet €2, durch
Q, = Q. NQL.

Man iiberzeugt sich anhand der Regeln fiir U und N leicht davon, dass die drei Mengen ~, €;
und 2, eine disjunkte Zerlegung der Ebene E bilden. Die folgenden zwei Dinge sind jedoch nicht
selbstverstandlich: (i) Beim Uberschreiten von  wechselt man von €; nach €, oder umgekehrt,
und (ii) ©, ist zusammenhéngend.

Ad (i): Bei einmaligem Uberschreiten von 4 iiberschreitet man ~' oder 4, aber nicht beide. Man
wechselt also z.B. von € C Q/NQ; nach Q, (oder umgekehrt), bleibt aber in €2/, Folglich wechselt
man von §2; nach Q,.

Ad (ii): Es sei z ein beliebiger Punkt von €, und es sei z, der z am néchsten gelegene Punkt von
7. Man kann dann von z aus zunéchst bis kurz vor z, gehen und anschliessend in sehr kleinem
Abstand dem “Zaun” + entlang bis zum Punkt z,, ohne v je zu iiberschreiten. Somit lasst sich
jeder Punkt z € ©, durch einen in 2, verlaufenden Streckenzug mit z, verbinden. O

6. Beweis von Satz 2. Fiir Dreiecksziige v := (20, 21, 22,20) C E trifft das Behauptete zu:
Befindet sich ; zur Linken von v, so ist ¥, gleich der Summe der drei Aussenwinkel und damit
gleich der doppelten Summe der Innenwinkel des Dreiecks A := [z0, 21, 22], also gleich 27. Im
Weiteren sei daher n > 4 und der Satz richtig fiir beliebige m-Jordanziige mit m < n.

Wir beniitzen weiterhin die Beweisanordnung von Satz 1 und nehmen zusétzlich an, €; befinde
sich zur Linken von «y. Dann befindet sich €} zur Linken von 4/ und €2/ zur Linken von 4. Es
bezeichne ® (resp. ®’, ®”) die Summe der Schwenkungen von v (resp. v/, v”) in den Endpunkten
der Diagonale §. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung

2,=Cy )+ (Zy —9")+ P =47+ D - D — D" .
Wir miissen uns also mit der Diagonale § beschéftigen. Hierzu dient die Figur 8. Nach Konstruktion
sind die eingezeichneten Winkel o, o, ', 5" alle > 0. Die Schwenkung von ' an der Stelle z,

betragt dann m — /. Insgesamt hat man

' =(m-ad)+ (=), @ =(m-a)+(x-p5").
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Fig. 8

Beziiglich ® kann man folgendermassen iiberlegen: Der auf 4" daherkommende Wanderer schwenkt
im Punkt z, zunédchst in die Richtung von §, besinnt sich dann aber und macht zusétzlich einen
Rechtsschwenk der Grosse o”’; und analog im anderen Endpunkt von §. Zusammen ergibt sich

D= (r—a —a")+(r ="~ F)
und folglich
o - " =27,

was zu beweisen war. O
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EGMO — European Girls* Mathematical Olympiad

Im April 2012 fand zum ersten Mal ein neuer internationaler Mathematikwettbewerb statt,
aber nicht irgendeiner, sondern einer spezifisch fiir Mddchen im gymnasialen Alter. Die
Idee fiir den Wettbewerb kam aus China, denn dort gibt es schon seit dem Jahr 2002 die
China Girls Mathematical Olympiad, welche ins Leben gerufen wurde, um mehr junge
Midchen fiir Mathematik zu begeistern. Schliesslich sprang der Funke auch nach Europa
tiber und es entstand die European Girls® Mathematical Olympiad, welche nun zum ersten
Mal im Murray Edwards College in Cambridge durchgefiihrt wurde.

Auch die Schweiz nahm teil und entsandte die vier begabten Méadchen Laura Gremion, Vi-
viane Kehl, Charlotte Junod und Jana Cslovjecsek als Teilnehmerinnen inklusive Le Thanh
Tu Nguyen als Leader und Raphael Steiner als Deputy Leader. Am Tag nach der Ankunft
fand am Morgen die Opening Ceremony mit Musik, Reden und dem Vorstellen der Teams
statt. Am Nachmittag waren diverse sportliche Aktivititen angesagt, unter anderem Fuss-
ball, Frisbee, Boules und Krocket. Tags darauf wurde es ernst, denn es waren Priifungen
angesagt und die Aufgaben waren, wie zu erwarten, auf einem hohen Niveau. Nach der
harten Arbeit fiir den Geist war am Abend der zweiten Priifung Spass fiir den K6rper bei
traditioneller Musik und Tanzen angesagt. Am folgenden Tag mussten die Leaders und
Deputy Leaders die Punkte fiir ihre Teilnehmerinnen aushandeln, wihrenddessen fiir die
Teilnehmerinnen selbst ein Ausflug auf dem Plan stand. — Dieser hinterliess folgenden
Eindruck bei Viviane Kehl:

,,Am Nachmittag nach der zweiten Priifung stand auf dem Programm ,punting’. Deshalb
waren wir schon etwas iiberrascht, als wir zuerst ins Touristeninformationszentrum gingen
und einen Film tiber Cambridge anschauten. Lustig war, dass der Film auf alt gemacht
war und er deshalb immer wieder stockte, und zwar regelmdssig. Ansonsten war er nicht
so spannend. Danach durften wir dann endlich unser punt in Beschlag nehmen und die
Sicht auf verschiedenste Colleges geniessen. Der Tour Guide erzdhlte uns viele interes-
sante Geschichten. Schliesslich nahm Laura die Gelegenheit wahr, auch selbst einmal das
Boot zu fahren und dies erstaunlich gerade. Dann kamen wir leider schon bald wieder am
Ausgangsort an und mussten wieder aussteigen. Die gemiitliche Flussfahrt hat sich jeden-
falls gelohnt!

Spédt am Abend standen dann die Resultate fest und die Schweiz konnte sich iiber zwei
Bronzemedaillen fiir Laura Gremion und Viviane Kehl freuen. Am letzten Tag gab es noch
einen gemeinsamen Ausflug in den Bletchley Park, in welchem wéhrend des Zweiten
Weltkriegs die deutsche Enigma decodiert wurde. Spater durften auch wir versuchen, ein-
fachere Texte zu dechiffrieren und dies mit Erfolg. Am Abend standen dann die Medail-
lenverleihung und ein Galadinner inklusive Unterhaltung an. — Lassen wir nochmals Vivi-
ane Kehl zu Wort kommen:

,An der EGMO gefiel mir besonders gut, dass wir viele neue Leute kennen lernten und
diese uns lustige Spiele zeigten. Ebenfalls toll war, dass die Guides Studentinnen von
Cambridge waren und wir dank diesen in den Colleges die ,closed to visitors * — Schilder
problemlos iiberschreiten konnten. Somit bekamen wir einen spannenden Einblick in die
Colleges. “

Die nachste EGMO findet 2013 in Luxemburg statt. Weitere Informationen zur EGMO
sind hier zu finden: http://www.egmo2012.org.uk

Raphael Steiner
Mitglied des Vereins Imosuisse

http://www.imosuisse.ch
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Aha! Mathematik!
Urs Stammbach

Mit dem Beitrag Die mathematische Geschichte von Romeo und Julia beginnt in dieser
Ausgabe eine kurze Reihe von kleinen mathematischen Geschichten. Dazu sind einige
einleitende Bemerkungen notwendig. Wohl alle Mathematik-Lehrer und -Lehrerinnen
und auch viele Schiiler und Schiilerinnen stimmen darin iiberein, dass im mathema-
tischen Lernprozess Aha-Erlebnisse eine wichtige Rolle spielen: In solchen Momenten
wird ein bisher unvollsténdig verstandener Sachverhalt plétzlich einfach und vollig
klar; was vorher nur unscharf und vielleicht sogar falsch im Gedéchtnis abgespeichert
war, wird auf einen Schlag selbstverstdndlich und durchsichtig. Hinzu kommt die Er-
fahrung, dass die so gewonnenen Erkenntnisse besonders fest im Gedéchtnis haften
bleiben. Derartige Aha-Erlebnisse liegen den folgenden kleinen Geschichten zugrunde.
Jede dieser Geschichten hat einen autobiographischen Kern, denn die angesproche-
nen mathematischen Punkte waren — wie ich mich erinnere — in der einen oder anderen
Form seinerzeit bei mir selbst Ausloser von Aha-dhnlichen Erlebnissen. Die zugehorigen
Rahmengeschichten allerdings habe ich mit erheblicher dichterischer Freiheit gestaltet,
— und auch mit etwas Humor, denn ich bin der Meinung, dass Humor der Sache nur
dienen kann: Mathematik braucht nicht immer todernst daherzukommen.

Die Texte dieser Reihe sind nicht nur fiir Mathematiklehrer und -lehrerinnen gedacht,
sondern ebenso sehr fiir die Schiiler und Schiilerinnen. Ich bin iiberzeugt, dass sie zum
richtigen Unterrichtszeitpunkt zu einem fruchtbaren Nachdenken anregen kénnen. Ich
hoffe sogar, dass deren Lektiire zu engagierten Diskussionen fithrt und zu Uberlegungen
iiber die Grenzen der einzelnen Geschichten hinaus. Und klar wird den Schiiler und
Schiilerinnen hoffentlich auch folgendes: Wenn man Formeln unkritisch verwendet und
unvollsténdig verstandene Regeln befolgt, so kann das dumme, manchmal sogar ka-
tastrophale Konsequenzen haben. Ein falsches Resultat zu einer Ubungsaufgabe kann
man ja noch verschmerzen, aber in echten Anwendungen kénnen die Folgen weit gra-
vierender sein: Der Absturz einer amerikanischen Mars-Sonde im Jahre 1999 ist darauf
zuriickzufithren, dass auf naive Art Formeln verwendet wurden, die amerikanische statt
metrische Masseinheiten voraussetzten. Und der Grund fiir die Finanzkrise von 2007
lag nicht zuletzt darin, dass sich viele Stellen auf Aussagen der Finanzmathematik
abstiitzten, ohne eingehend zu priifen, ob die Voraussetzungen dafiir auch wirklich
erfiillt waren.

Aha, so ist das! — Und nun zu Romeo und Julia!
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Aha! Mathematik! — Teil 1.
Die mathematische Geschichte von Romeo und Julia.

Urs Stammbach

Das Shakespeare’sche Liebespaar Romeo und Julia ist gut bekannt, das mathematische
kennt kaum jemand. Romeo wohnte damals in der Stadt A und Julia in der Stadt B.
Wie es sich fiir ein Liebespaar gehort, wollten sich die beiden periodisch treffen. Das
war an sich kein Problem, da Romeo ein Auto fuhr, natiirlich ein Auto der Marke Alfa.
Auch Julia war motorisiert, sie verfiigte {iber ein Motorrad, dessen Marke ich leider ver-
gessen habe, es mag ein Motorrad der Marke Beta gewesen sein. Die beiden, besonders
Julia, waren — damals schon — sehr umweltbewusst, und so bestand Julia darauf, den
Treffpunkt zwischen den Stddten A und B so auszuwihlen, dass der Energieverbrauch
fiir die Fahrten minimal war.

“Kein Problem”, meinte Romeo, “das ist ein klassisches Extremalproblem, das sich
mathematisch behandeln lidsst. Das habe ich im Mathematikunterricht am Gymnasi-
um gelernt, und ich habe es damals — im Gegensatz zu einigen anderen — auch gut
verstanden!”

Romeo witterte offenbar eine Chance, Julia zu imponieren, und er ging die Rechnung
deshalb gleich ganz allgemein an.

A X B

“Mein Alfa braucht pro Kilometer a Liter Benzin, wiahrend dein Beta-Motorrad nur
die Hilfte, a/2 Liter verbraucht. Die Entfernung unserer Stidte A und B betrigt [
Kilometer. Wir wollen uns irgendwo dazwischen, sagen wir in X treffen. Die Distanz
AX sei z Kilometer; dann ist die Distanz X B natiirlich [ — x Kilometer. Bist du
einverstanden, Julia?”

Julia nickte, und Romeo fuhr fort:

“Jetzt kommt die geniale Rechnung! Der Benzingesamtverbrauch G = G(x) unserer
Fahrten héngt natiirlich vom Ort X ab, an dem wir uns treffen wollen. Also:

Gx)=2-a-24+2---(l—x).

[NRIS]

Romeo fiihlte sich auf der Hohe seines erworbenen Wissens!
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“Um das Minimum des Benzinverbrauchs, also der Funktion G(z) zu bestimmen, muss
man etwas Differentialrechnung beherrschen; man muss die Funktion nach der Varia-
blen z ableiten und die Ableitung gleich Null setzen. Das ist in diesem Fall sehr einfach;

ndmlich ‘
Gr)=2-a—a=0.

Nach kurzer Uberlegung wurde Romeo nachdenklich. Er hatte bemerkt, dass sich seine
Gleichung offenbar auf a = 0 reduzierte. Das war offenbar ein Unsinn, denn a ist die
Konstante, die den Benzinverbrauch der Fahrzeuge bestimmt. Romeo fasst sich aber
sofort wieder:

“Julia, es tut mir leid, unser Problem hat mathematisch keine Losung, wir konnen uns
deshalb in Zukunft nicht mehr treffen!”

Julia wollte ein solches Verdikt nicht akzeptieren, auch wenn Romeo es wissenschaftlich
untermauert hatte. Sie {iberlegte kurz und meinte:

“Schau Romeo, Du magst mathematisch begabt sein, aber ich kann unser Problem
auch ohne Mathematik 16sen, einfach mit gesundem Menschenverstand. Da ich mit
meinem Motorrad pro Kilometer nur die Hélfte Benzin verbrauche, wie Du mit deinem
Superauto, ist doch klar, dass ich die ganze Fahrt von B nach A und zuriick machen
muss. Du kannst dein Auto in A stehen lassen und einfach zu Hause bleiben; ich besuche
dich dort. Der Benzingesamtverbrauch ist dann 2- 5 -/ = a - [ und das ist — soweit ich
sehe — wirklich das Minimum von G(z).”

Romeo schaute etwas zerknirscht in die Welt. Nach kurzer Uberlegung musste er aber
Julia recht geben, und in der Folge trafen sich die beiden oft in A, zu Hause bei Romeo!

Trotzdem, die Sache war Romeo etwas peinlich, und er machte sich deshalb weiterhin
Gedanken dariiber, was denn bei seiner Rechnung schief gelaufen war. Jedenfalls war
klar, einen Rechenfehler hatte er nicht gemacht. Aber weshalb findet man hier das
Minimum der Funktion G(x) nicht dort, wo die Ableitung G'(z) Null wird? So hatte er
es doch in der Schule gelernt! Hatte er etwa damals nicht gut aufgepasst? War damals
im Mathematikunterricht eventuell noch die Rede davon gewesen, dass die Extrema
manchmal auch an den Grenzen des Definitionsbereiches der Funktion angenommen
werden?
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Bacaér, Nicolas, A Short History of Mathematical Population Dynamics, 168 Seiten,
36.00 CHF, Springer Verlag London Ltd, 2011, ISBN 978-0-85729-114-1

Leonardo di Pisa (Fibonacci) hat im Liber Abaci von 1202 eine Aufgabe gestellt, die das
Wachstum einer Kaninchenpopulation betrifft. Die heutigen Aufgaben der Populationsdy-
namik betreffen zum Beispiel die Struktur iiberalterter Bevolkerungen mit Folgen fiir die
Sozialversicherungen, Kontrolle des Bevolkerungswachstums als Kampf gegen die Armut
und den Hunger, die Ausbreitung gefahrlicher Krankheiten, Resistenzbildung bei Bakteri-
en, die Folgen genetischer Manipulationen oder einen rationalen Umgang mit beschrinkten
erneuerbaren Ressourcen etwa bei Fischbestdnden oder beim Tropenholz. Antworten auf
offene Fragen in diesen Bereichen sind von politischer und praktischer Relevanz. Mathe-
matische Modellbildung und Computersimulationen sollen als Entscheidungshilfen dienen.

Wigner hat ‘the unreasonable effectiveness of mathematics’ als Schlagwort im Zusam-
menhang mit Anwendungen in der Physik zum gefliigelten Wort gemacht. Bacaér ist rea-
listisch, bescheidener und ehrlich, was die Rolle mathematischer Modelle in der Popula-
tionsdynamik betrifft: Die heute verfiigharen Modelle erfassen die hohe Komplexitdat der
Populationsdynamik insgesamt nur mangelhaft. Naive Schlussfolgerungen verbieten sich.
Gerade darum ist die Beschéftigung mit der Thematik in historischer Perspektive beson-
ders attraktiv. Trotz allen Grenzen gibt es Fortschritte, die wir der Weiterentwicklung der
Mathematik und dem Einsatz von Computern bei der Modellbildung verdanken.

Das kleine Buch schafft es, vordergriindig in 26 chronologisch organisierten Kapiteln Bio-
graphien und historisch relevante Themen zur Populationsdynamik gut lesbar darzustellen.
Dabei werden verschiedene Grundthemen angesprochen und teils mehrfach im jeweiligen
historischen Zusammenhang erneut aufgenommen, wie beispielsweise

e Bevolkerungsentwicklung vom exponentiellen Wachstum zum Matrixmodell von
Leslie und von Jéger-Beute-Systemen iiber chaotische Dynamik bis zur chinesischen
Ein-Kind-Politik.

e Das Aussterben der Familiennamen, das Aussterben der Arten und natiirliche Se-
lektion.

e Modelle zu Risiko und Nutzen bei der Pockenimpfung und Modelle zur Ausbreitung
von ansteckenden Krankheiten bis zu Perkolationssimulationen.

e Die Gesetze von Mendel, Genetik, das Gesetz von Hardy-Weinberg und Ausbreitung
der Gene.

Im Hintergrund wird immer massvoll dosiert die Mathematik kurz erkléart, die zum Kern
des Modelles gehort.

Mathematiklastige Textstellen sind besonders gekennzeichnet, damit sie von jenen iiber-
lesen werden konnen, welche sich in erster Linie fiir die Geschichte und die Biografien der
Schliisselpersonen interessieren. Fiir mathematisch Interessierte ist die Einbettung in einen
historisch-biografischen Kontext eine erhellende Ergénzung zur formalen Darstellung der
Mathematik.

Wer sich fiir die mathematische Ideengeschichte interessiert, kommt nicht darum her-
um, auch die entsprechenden Textstellen oder weitere Literatur zu studieren. Dazu bietet
der Autor zahlreihe Hinweise auf Originalarbeiten, Links im Internet oder Vertiefungen.

24 - Nummer 119 Juni 2012



BULLETIN

Es gelingt ihm, auf engem Raum wesentliche mathematische Ideen zu motivieren und in
der jeweils einfachsten Auspriagung darzustellen. Damit qualifiziert sich dieser Text als rele-
vant zur Bereicherung des Mathematikunterrichts im Gymnasium. Einzelne Kapitel kénnen
als Ausgangspunkte fiir Unterrichtsprojekte oder fiir selbstéindige Schiilerarbeiten dienen,
in denen Programmierung und Computeranwendungen die mathematische Modellbildung
vervollstdndigen oder noch nicht vorhandene mathematische Fertigkeiten (z.B. Losen von
Differentialgleichungen) im Sinne der Geriistdidaktik {iberbriicken helfen.

Ausziige aus diesem Buch sind unbedingt nutzbar fiir Anwendungen der Mathematik. Es
lohnt sich, an diesem Fallbeispiel zu studieren, wie ein Minimum an Fachkenntnissen aus
dem Anwendungsgebiet zu vermitteln wére, um mathematische Modellbildung zu lancieren.
In dieser Hinsicht ist das Buch weit iiber die angesprochene Thematik vorbildlich.

Eine erste Version des Buches ist 2008 bei Cassini auf Franzosisch erschienen als Histoires
de Mathémathiques et de Populations

Ich kann das Buch vorbehaltlos und wirmstens empfehlen.

H.R. Schneebeli, Wettingen
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POPULATIONSMODELLE

H.R. SCHNEEBELI, WETTINGEN

1. BEOBACHTUNGEN UND FRAGEN

1.1. Raben. In der Nihe meines Wohnortes versammeln sich am Abend jeweils zwischen
2000 und 3000 Raben. Es sind die unverpaarten ‘singles’ einer Population, die Nichtbriiter.
Sie stellen die grosse Mehrheit der lokalen Rabenpopulation. Eine wichtige und kleine
Minderheit sind die Briiter. Das sind Rabenpaare, die ein Territorium in Besitz genommen
haben und es verteidigen. Die Rabenpaare leben bis zum Tod eines Partners in stabilen
Partnerschaften und versuchen jedes Jahr, Nachwuchs aufzuziehen und auf ein Raben-
leben vorzubereiten. Es lohnt sich, Raben genau zu beobachten. Sie sind beeindruckend
intelligent und sie sind in der Lage, tiber Artgrenzen hinweg Beziehungen einzugehen. Ra-
ben, die in der Verteidigung gegen Raubvogel mit Elstern zusammenarbeiten, sind keine
Seltenheit. Die ‘Freundschaft’ wird auch hier mit gemeinsamen Mahlzeiten gefestigt. Die
Langzeitbeobachtung der Raben bringt unerwartete, ja unglaubliche Begebenheiten ans
Licht.

Meine Faszination fiir Raben begriindet sich auf einer zwanzigjihrigen Erfahrung und
Beziehung zum Rabenpaar, in dessen Territorium ich wohne. Sie hat mich motiviert, mich
mit einem Populationsmodell fiir Raben zu befassen. Kann es mit Mitteln der gymnasialen
Mathematik gelingen, die Entwicklung der Rabenpopulation nachzubilden? Wie miisste
man es anstellen, dass zu dieser Frage eine sinnvolle Maturaarbeit gemacht werden kénnte?

1.2. Forellen. Ich kann mich stundenlang beim Beobachten an einem Bergsee vergniigen.
Beobachten fiihrt mich auf ungewdhnliche Fragen. Stimmt es, dass sich die jungen Forellen
bevorzugt im warmen Wasser ganz nahe am Ufer aufhalten? Ist es da nicht zu geféhrlich?
Gilt die RGT-Regel auch fiir die Entwicklung der Forellen? Entwickeln sie sich schneller
im warmen Wasser, miissen sie vielleicht sogar das gefahrvolle lichtdurchflutete Ufergebiet
aufsuchen, um in der kurzen Sommerperiode genug zu wachsen, damit sie den Winter iiber-
stehen? Ganz unerwartet wurde ich bei solchen Gedanken von einem Angriff einer grosseren
Forelle auf Jungtiere der eigenen Art iiberrascht. Nachdem ich das unerwartete Ereignis
zweifelsfrei gesehen hatte, bemerkte ich, dass es sich 6fter ereignet. Es ist nicht einfach
eine Freveltat einer fehlgeleiteten einzelnen Forelle, es scheint sich um ein systematisches
Verhalten zu handeln. Ist vielleicht Kannibalismus eine lohnende Uberlebensstrategie fiir
Forellen im Bergsee? Ist die Population der Forellen im Bergsee insgesamt als Superorganis-
mus zu verstehen, bei dem die einzelnen Tiere nur ‘Korperteile’ darstellen? Wie wiirde ein
Populationsmodell aussehen, das einen Fischschwarm als Organismus auffasst und bei dem

Date: 23. Januar 2012.

26 - Nummer 119 Juni 2012



BULLETIN

Kannibalismus ein Mittel ist, um die in Uberzahl wachsenden Jungfische so abzuernten,
dass die Biomasse der eigenen Art zugute kommt, statt dass sie andere Rauber stéirkt? Wir
konnen diese Frage durch Beobachten nicht schliissig beantworten, aber vielleicht konnte
uns ein plausibles mathematisches Modell weiterhelfen.

2. MODELLE

Populationsmodelle lassen sich mit Kenntnissen aus der elementaren Analysis und linea-
ren Algebra schon im Gymnasium angemessen entwicklen. Biologie ist in der Schule weit
weniger formalisierbar als Physik. Die meisten Experimente, auf denen Populationsmodel-
le beruhen, sind qualitativ beschreibend oder quantitativ auf Zahlung abgestiitzt. Daher
reichen Kenntnisse und Methoden aus der diskreten Mathematik und elementare Statis-
tik. Die vorbereitende Einarbeitung in Populationsdynamik lésst sich auf lineares, expo-
nentielles und logistisches Wachstum beschréinken. Die Beschreibung einer durch Klassen
strukturierten Population mit Leslie-Matrizen passt ins Schwerpunktfach PAM.

Wer beabsichtigt, Populationsmodelle als Thema fiir Maturarbeiten vorzuschlagen, muss
diese Absicht durch gut geplante Vorbereitung im Mathematikunterricht unterstiitzen.
Im Vergleich zur Physik ist die Einarbeitung in Differential- und Integralrechnung aber
nicht zwingend, also kénnen entsprechende Schritte im 10. oder 11. Schuljahr zum Bei-
spiel im Zusammenhang mit diskreter Mathematik eingeflochten werden, also bevor die
Maturarbeiten in der Regel beginnen. Auch dazu gibt es umfangreiches Ubungsmaterial
auf www.swisseduc.ch/mathematik, Wachstum und Zerfall (Schiilerversion).

Das Forellenthema ist meines Wissens noch unbearbeitet.

Quellen Es gibt zwei verschiedene Populationsmodelle auf swisseduc.ch/mathematik.

e Das Kormoranmodell simuliert Fortpflanzung und Einwanderung mit affinen Ab-
bildungen und zeigt, dass man mit Jagen die Kormoranpopulation stabilisieren
konnte.

e Das Modell der Rabenpopulation mit linearen oder quadratischen Funktionen und
Matrizen. Es kommt zum Schluss, dass Jagen die Raben nicht fernhalten kann.

Es ist nur fair, diese Texte Schiilern nicht abzugeben, schon gar nicht als ‘Muster’. Sonst
werden sie der Unbefangenheit und Narrenfreiheit beraubt, die Anfinger dringend zum
Sammeln von Erfahrungen und zum Lernen bené6tigen.

Methodik und Werkzeuge Die Bearbeitung der Beispiele wird enorm erleichtert,
wenn technische Teilaufgaben (zB Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren, Auf-
zeichnen der Graphen) an eine geeignete Software delegiert werden kénnen. Dabei geniigen
schon bescheidene Hilfsmittel: ein CAS-Taschenrechner oder die entsprechende Software
fiir den Laptop oder PC, zum Beispiel TI-voyage, TI-Nspire oder die Freeware wxMaxi-
ma oder Octave. Der Einsatz solcher Hilfsmittel ohne gute begriffliche Vorbereitung ist
natiirlich zwecklos. Er ist fiir die Verwirklichung der skizzierten Vorhaben aber unumgéng-
lich, weil sonst die oft wiederholte Beschiftigung mit automatisierbaren Rechnungen bei
der Diskussion der Modelle viele Kriafte binden und von der Hauptsache nur ablenken
wiirde.
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Mathematikwettbewerbe an Schulen
und vergleichbare Freizeitaktivitaten

Hansjlirg Stocker, Wadenswil

Schweizweit gibt es an diversen Gymnasien Monatsaufgaben, Aufgabenecken, gelegentlich auch
Wettbewerbe, die von den Mathematikfachschaften oder einzelnen Kolleginnen und Kollegen initiiert
und gepflegt werden. In einer gréBeren Offentlichkeit ausgetragen wurde ab Mitte der 60er-Jahre
des letzten Jahrhunderts ein mathematischer Problemwettbewerb im Kanton Bern, der verschiedene
Male an den Gymnasien, Techniken und Seminarien durchgefiihrt wurde. Berichte dazu gibt es von
Jany C. Binz und Peter Wilker (Uni Bern); siehe EIMath23-1-1968 (18-20); EIMath25-2-1970 (39-43)
sowie EIMath26-4-1971 (93-95). Unter dem spleenigen Namen «Freak» erlebte der wiederum von
der Uni Bern lancierte Wettbewerb vor ein paar Jahren in einer etwas anderen Form eine leider nur
kurze Renaissance. Die vielfaltigen Aufgabenstellungen samt Losungen sind zum Gliick heute noch
im Internet abrufbar: www.math.unibe.ch/content/schueler/e8276/e8277/index_ger.html

Roland Kamber / 37 Mathematikwettbewerbe / Kantonsschule Olten

Seit 1974 fiihrt die KS Olten Mathematikwettbewerbe durch, die auf eine Initiative von Peter Hohler
zuriickgehen. In diesem Friihjahr ist nun eine (iberaus geféllige Schrift von dessen Fachkollegen Ro-
land Kamber herausgekommen, die alle bis 2011 durchgefiihrten Wettbewerbe préasentiert. Nebst
den Aufgabenstellungen der einzelnen Wettbewerbe samt ausfiihrlichen Ldsungen sind am Schluss
auch alle Gewinnerinnen und Gewinner namentlich aufgefiihrt. Die einzelnen Teile werden von farbi-
gen Seiten getrennt, die je mit einem philosophisch trafen Apercu bedruckt sind. Da steht etwa "Die
Mathematik ist das einzige Reich der wahrhaft exakten Phantasie” von Hans Saner. Und eben diese
Phantasie ist fiirs Losen notig und kommt voll zum Zuge; denn die unterschiedlich schwierigen Auf-
gabenstellungen der beiden Kollegen Hohler und Kamber sind thematisch ungemein vielfaltig, sehr
anregend, gelegentlich herausfordernd und trotzdem stufengerecht. Kurz und gut: Ich kann diese A4-
Broschiire vorbehaltlos empfehlen ! — Bestellungen konnen etwa Uber diesen 'link getatigt werden:
www.kantiolten.ch/cms/fileadmin/aktuell _downloads/Diverses/37 Mathematikwettbewerbe.pdf

Armin P. Barth / «Die Rechnung, bitte!» / orell fiissli

Die Freizeit fiir findige Kopfe kann auch unter Zuhilfenahme anregender Texte Gber Mathematik mit
Denksportaufgaben herausfordernd gestaltet werden. Was mit der Zeitungskolumne CAF¢é MATHE be-
gann, liegt heute in einer Auswahl als Buch vor. Die bibliografischen und vielfdltig inhaltlichen Anga-
ben konnen dem Flyer entnommen werden, der diesem Bulletin beiliegt — Im Gegensatz zu Gunter
M. Zieglers Buch «Darf ich Zahlen ?» mit seinen vielfaltigen Geschichten aus der Mathematik, enden
die 30 bebilderten Texte Barths stets mit einer “fordernden” Frage. Die angeschnittenen Themen
sind in alltdgliche Geschichten verpackt, die meist einen wissenschaftshistorischen Kontext aufwei-
sen. Gelegentlich wiinschte ich mir allerdings, etwas ziigiger zum mathematischen Kern vorzustoBen.
Rund ein Drittel des Buches ist den Lésungen und Erganzungen vorbehalten. Den Schluss bildet eine
Art Glossar zu den behandelten Themen und Begriffen; prazise Literaturangaben hingegen fehlen. —
Das fir ein breiteres Lesepublikum bestimmte Taschenbuch eignet sich ausgesprochen fiir unsere
aufgeweckten Schilerinnen und Schiler. Auch darum finde ich's schade, wenn im einen oder ande-
ren Fall nach einem so genannten 'Trick' gefragt wird; hat dies die Mathematik tatséachlich notig?!
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*s

Das neue LabQuest2 Interface ist ihr Schweizer Taschenmesser flir
den MINT-Unterricht.

Mit modernster Technologie gibt es Studierenden ein intuitiv
bedienbares, wissenschaftliches Gerat an die Hand, das motiviert
und Erfolge garantiert.

LabQuest2 ist kompatibel mit Ihren vorhandenen Vernier-Sensoren
und taugt fur das wissenschaftliche Arbeiten im Labor ebenso wie
fur GPS-gestutzte Forschungen im Freien.

Seine zahlreichen Kommunikationsschnittstellen erméglichen
Gruppenarbeiten ebenso wie Présentationen in einer nie gekannten
Einfachheit.

Lesen Sie mehr unter

www.educatec.ch/labquest2
und informieren Sie sich Gber kostenlose Workshops in Ihrer Nahe.

educh&C

®

Vernier

MEASURE. ANALYZE. LEARN."

EducaTec AG - Kanzleigasse 2 | CH-5312 Déttingen | T: +41 (0) 56 245 8161 | F: +41 (0) 56 245 8163 | contact@educatec.ch
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DPK

Duffing-Oszillator

Martin Lieberherr, MNG Réamibiihl, 8001 Ziirich

Einleitung

Abbildung 1: Mein Sohn auf dem ‘Flugsimu-
lator’. Wie bewegt er sich bei grisserer Ampli-
tude?

Ab und zu werde ich mit den Kleinen auf
den Spielplatz geschickt. Und da ich nicht
anders kann, stosse ich natiirlich auch dort
immer wieder auf physikalische Aufgaben.
Mein Sohn auf dem ‘Flugsimulator’, siche
Abbildung 1, kann in nullter Ndherung als
angetriebenes Federpendel modelliert wer-
den. Falls die Federkraft dem Hookeschen
Gesetz folgt, ist die Theorie der erzwunge-
nen Schwingung sogar (moglicher) Mittel-
schulstoff. Es tritt Resonanz auf, wie man
sie auch im Normalunterricht darstellt, sie-
he Abbildung 2. Aber wie bewegt sich das
Pendel, wenn die Feder bei grosser Auslen-
kung nicht mehr linear reagiert? Ein solches
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Problem ist vom deutschen Ingenieur Georg
Duffing (1861-1944) behandelt worden (“Er-
zwungene Schwingungen bei veréinderlicher
Eigenfrequenz und ihre technische Bedeu-
tung”, F. Vieweg u. Sohn, Braunschweig,
1918).

Abbildung 2: Die Resonanz eines linearen Os-
zillators wie sie auf einem Oszilloskop zu sehen
wdre. Die Bildbreite umfasst 0 < w < 2, die
Hohe —2 < y < 2. Die Parameterwerte sind
0=01a=1,8=0und v = 0.2 (in den
gewdihlten Einheiten).

Theorie

Die Duffing-Gleichung wird heute iiblicher-
weise so dargestellt:

d’y  dy

po) +0 pr (1)
Der Parameter ¢ beschreibt die Stérke der
Diampfung, o = w? ist das Quadrat der
Eigen-Kreisfrequenz des ungedampften, li-
nearen Oszillators, § ist ein Mass fiir die

+ay + By® =y coswt
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Abbildung  3: Antwort des nichtlinearen
Duffing-Oszillators (a =1, f =2, v = 2 und
0 = 0.1) Die Bildbreite umfasst 0 < w < 3, die
Héhe =3 <y < 3.

Nichtlinearitét des Pendels, v beschreibt die
Stérke der anregenden Kraft pro Masse und
w ist die Kreisfrequenz der harmonisch an-
regenden Kraft.

Was wird aus der gewohnten Resonanz-
kurve bei einem nichtlinearen Pendel? Wie
Abbildung 3 zeigt, liegen die Dinge nicht
mehr so einfach. Es treten zusiitzliche Re-
sonanzen, Bistabilititen, Symmetriebriiche
und bei geeigneter Parameterwahl auch
Chaos auf. An eine geschlossene Losung der
Duffing-Gleichung ist nicht zu denken. Man
ist auf numerische Simulationen angewie-
sen. Das Studium dieser Simulationen er-
laubt dann manchmal Naherungslosungen
fiir spezielle Félle. Ein solcher Fall ist im
Folgenden dargestellt.

Betrachten wir die freie Schwingung (y = 0)
bei schwacher Dampfung (§ =~ 0):

d*y

r? 2)

Die Losung y(t) setzen wir als rudimentére
Fourierreihe an. Die numerische Simulation
zeigt, dass diese Naherung nicht schlecht ist.

(3)
Bei fehlender Dampfung tritt keine Phasen-
verschiebung zwischen Anregung und Ant-

+ay+ By’ =0

Ansatz: y(t) = Acoswt + ...

wort auf, d.h. wir konnen den Term B sin wt
in der Fourierreihe (3) weglassen. Wir set-
zen (3) in Gleichung (2) ein:

— w?Acoswt + oA coswt+

A3 (% coswt + icos 3wt) =0

(4)

Der Koeffizientenvergleich liefert fir die
Grundfrequenz w:

—wA+aA+3pA*=0=

4(w? — )

A= 35

(5)

Die Eigenfrequenz ist verédnderlich — wie G.
Duffing geschrieben hat — d.h. sie hingt von
der Amplitude ab.

Experiment

; }%ghuﬂg%ﬁ?ﬁ?ﬁéw

0 10 20 30
Zeit (Sekunden)

Abbildung 4: Momentanwerte (Winkel) eines
freien Stangenpendels als Funktion der Zeit

Kann man den in Gleichung (5) beschriebe-
nen Zusammenhang auch beobachten? Ein
bekannter, nichtlinearer Oszillator ist das
physikalische (mathematische) Pendel. Ich
héngte einen schlanken Stab an einem En-
de auf und liess ihn mit grosser Amplitu-
de schwingen. Die Bewegung habe ich mit
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einer einfachen Kamera videographiert und
anschliessen mit Logger Pro analysiert. Die
Momentanwerte y (Winkel ¢) sind in Abbil-
dung 4 abgetragen. Eine schwache Damp-
fung lasst die Amplitude mit der Zeit ab-
nehmen. Fiir jede ‘Periode’ bestimmte ich
die am besten passende Sinuskurve durch
eine Regression. So konnte ich die Amplitu-
de und die zugehorige Kreisfrequenz bestim-
men. Das Resultat ist in Abbildung 5 darge-
stellt. Passt man Gleichung (5) an die Da-
ten, so erhilt man eine befriedigende Uber-
einstimmung.

2.5 : . : .

Amplitude (Radiant)

0.0
3.0

1 1
3.5 4.0

Kreisfrequenz (inverse Sekunden)

4.5

Abbildung  5: Amplitude  der  freien
Stangenpendel-Schwingung als Funktion
der Kreisfrequenz. Der Fit entspricht Glei-
chung (5) mit den Parametern o = 18.27s72
und B = —2.94s 2rad 2

Das physikalische Pendel hat bekanntlich ei-
ne exakte Losung. Wie passt dessen Dif-
ferentialgleichung (6) mit der Duffingschen
Gleichung (1) zusammen? Entwickelt man
den Sinus in (6) um ¢ = 0 herum bis
zum kubischen Term, siehe Gleichung (7),
so erhdlt man gerade die Duffingsche Glei-

32 - Nummer 119

chung:
d2
Wf+asin<p:0:> (6)
d*p o .
—dt2+a<p—g<p +---=0 (7)

Aus dieser Naherung folgt 5 = «/6. Und
tatsdchlich liefert die Kurvenanpassung, sie-
he Abbildung 5, gerade a = 6. Fiir grosse
Amplituden sind Abweichungen zu erwarten
und fiir sehr kleine Amplituden wird die Vi-
deoanalyse ungenau.

Schluss

Soll man den Duffing-Oszillator im Re-
gelunterricht zeigen? Die Zeit reicht wohl
eher nicht. Als Minimalfassung kénnte man,
falls Resonanz iiberhaupt vertieft behandelt
wird, neben Abbildung 2 auch eine Folie mit
Abbildung 3 zeigen und kurz besprechen.
Auf diese Weise erfahren die Schiilerinnen
und Schiiler wieder einmal, dass die klassi-
sche Mechanik noch manche Uberraschung
bereit hélt. Steht mehr Zeit zur Verfiigung,
so kénnte man die Differentialgleichung nu-
merisch untersuchen.
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L’algorithme PageRank de Google

Paul Jolissaint

Un moteur de recherche tel que Google doit faire trois choses :
1. Naviguer sur le web et localiser (si possible) toutes les pages ayant un acces public.

2. Indexer les données ci-dessus pour qu’elles puissent étre retrouvées efficacement par mots-clés ou groupes
de mots significatifs.

3. Classer I'importance de chaque page dans la base de données de sorte que lorsqu’un internaute fait une
recherche et que le sous-ensemble des pages correspondantes dans la base de données a été trouvé, les
pages les plus importantes soient présentées en premier.

Le but de l'algorithme PageRank est de résoudre le troisieme probleme ci-dessus, et nous allons expliquer com-
ment on procede pour élaborer le classement des pages web avec cet algorithme.

L’ensemble des pages web peut étre modélisé par un graphe orienté : chaque page est représentée par un
point (appelé sommet du graphe) et on dessine une fleche d’un sommet A vers un sommet B si et seulement si
la page A contient un lien hypertexte vers la page B. Une telle fleche s’appelle une aréte (orientée).

Notons que le nombre de pages dans le web est estimé a plus de 60 milliards, et Google en répertorie environ
35 milliards. Aussi, si la partie du web indexée par Google contient n pages, on convient de représenter chaque
page par un numéro ¢ compris entre 1 et n, et on désignera par z; le score de la page 7. Il s’agit d’un nombre
compris entre 0 et 1 qui doit indiquer I'importance de la page ¢ au sens du point 3 ci-dessus : plus z; est élevé,
plus 'URL de la page ¢ apparait tot dans la liste que propose le moteur de recherche lorsque la page ¢ contient
les mots-clés demandés. Comme premiere condition, on doit avoir ; > x; si la page i est plus importante que
la page j. Une approche simple consisterait a définir x; de la facon suivante : notons m, le nombre de liens vers
la page 4, alors z; pourrait étre défini par le rapport m;/n.

Cette formule ignore toutefois un point crucial : une page est importante si d’autres pages importantes pointent
vers elle. Ainsi, si la page j est importante (c’est-a-dire si z; est grand) et s’il existe un lien de la page j vers la
page i, cela donne d’autant plus d’importance a la page 7, donc ’établissement d’un tel lien devrait augmenter
x; davantage que si on établit un lien d’une page sans importance vers la page i. Toutefois, on veut éviter que
des pages sans grande importance obtiennent un grand score par des moyens artificiels comme par exemple la
création d’'un grand nombre de pages fictives contenant chacune un lien vers la page en question. Ainsi, si la
page j contient n; liens vers d’autres pages, dont la page 4, on veut que la contribution de la page j au score x;
de la page i soit égal & x;/n; et non pas égal a ;.

Les concepteurs de Google, Larry Page et Sergey Brin, alors étudiants en informatique & Stanford, ont adopté
en 1998 la définition suivante de la suite des scores x1,22,..., 2, : rappelons que n; désigne le nombre de liens
contenus dans la page j pour tout j (donc issus de la page j vers d’autres pages, et on convient qu'un lien d’une
page vers elle-méme est ignoré), et soit L; C {1, 2, ..., n} l'ensemble des pages qui ont un lien vers la page .
On demande alors que pour tout 1,

TPk

n
jeL;

T

et que les composantes de T = : =:(x1,...,2,)" solent normalisées de sorte que ), x; = 1.

Tn
(Si M est une matrice quelconque, on note M7 sa transposée.)

Le probleme avec la définition ci-dessus est que le calcul de x; fait intervenir les autres x; qui sont a priori
eux aussi inconnus. On peut par exemple calculer des valeurs approximatives des xz; en utilisant une méthode
itérative : notons asgk) la valeur de z; apres la k-ieme itération. On initialise le processus en posant par exemple
50) = 1/n pour tout 7 (ce qui s’'interpréte en stipulant qu’au départ toutes les pages possedent le méme score),

(k)
l(k+1) _ Z;‘GLZ % pour tout 1 < ¢ < n et pour tout & > 0. On simplifie les notations en

introduisant la matrice A qui est définie comme suit : pour 1 < j < n, on remplit la colonne j en posant % dans
J

x

puis en définissant z

la ligne 7 si j € L; (c’est-a-dire 8’il y a un lien de j vers 7) et 0 sinon, et on note comme ci-dessus Z(*) le vecteur

dont les composantes sont les T£k>
De la sorte, on a

AF=7F et AT® =zF+D yE > 0.
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Il semble que Google recalcule les scores une fois par semaine, en itérant un processus proche de celui décrit
ci-dessus car ce dernier pose quelques problemes que nous allons décrire plus loin.

En attendant, voici un exemple simple qui permet de se faire une idée de la situation :

Exemple. Considérons le web donné par le graphe suivant :

Cela conduit au systeme linéaire :

X9 =CL’1/3
$3:ll/3+$2/2+$4/2
x4:$1/3+x2/2.

8
=
\

0 0 1 1/2
On pose ¥ = (r1, 79, 23,74)7 et la matrice du systéme est A = /30 0 0 de sorte que AT = 7
g 1,42,L43,44 1/3 1/2 0 1/2 4 C.

1/3 1/2 0 0

En résumé, on cherche un vecteur 2 comme ci-dessus dont les composantes x; sont positives, de somme 1,
et qui satisfait 1’équation AZ = #. Elle admet une solution : c’est un multiple du vecteur ¥ = (12,4,9,6)”, donc

F= (8 4,2, )7 ~(0.387,0.129,0.290,0.194) 7"

Remarque importante. Dans la description ci-dessus, on n’a pas tenu compte des "pages cul-de-sac” (en
anglais : "dangling nodes”) : ce sont les pages qui n’ont aucun lien vers une autre page, donc ce sont les pages
j pour lesquelles n; = 0. Brin et Page ont résolu le probleme en remplagant chaque colonne correspondant &
une page cul-de-sac par la colonne (1/n,...,1/n)T. On interpréte cette modification ainsi : lorsqu’un internaute
visite une page cul-de-sac, la probabilité de visiter les autres pages du web en quittant celle-ci est uniforme.

Les équations ci-dessus posent un certain nombre de questions :
— I'équation A% = & avec ), x; = 1 admet-elle une solution avec x; > 0 pour tout i ?
si une solution a 1’équation ci-dessus existe, est-elle unique ?
— dans le calcul de la suite (f(k)) qui est censée approcher ¥, le processus converge-t-il? et sous quelles
conditions 7
Afin de garantir Pexistence et 'unicité de Z, et la convergence du processus, Brin et Page ont modifié 1’équation
ci-dessus : le vecteur de score T est la solution de I’équation

&= ((1-m)A+mS)7|

ot 0 < m < 1 est un parametre et S est la matrice n x n dont tous les coefficients sont égaux & 1/n. On
démontrera que cette équation admet toujours une unique solution # telle que ), x; = 1 et que tous les z; sont
strictement positifs. En 2005, Google utilisait la valeur m = 0.15. Nous ignorons si c’est encore la valeur utilisée
aujourd’hui; de plus, les diverses valeurs des x; ne sont pas publiques.
mia e Map
Afin de simplifier les notations, posons (1 — m)A + mS =: M = : : . Elle possede deux
Mp1 oo Mg
propriétés cruciales : elle est stochastique par rapport & ses colonnes, i.e. la somme des coefficients de chaque
colonne vaut 1, et tous les coefficients m; ; > 0. On désigne par Vi (M) = {& € R"|MZ = Z} le sous-espace
propre associé a la valeur propre 1 de M. Remarquons que Vi(M) n'est pas réduit & 0:en effet, les valeurs
propres de M sont exactement les mémes que celle de sa transposée M7, et cette derniere admet 1 comme valeur
propre avec le vecteur propre constant (1,...,1)”, puisque M est stochastique. La positivité stricte de M admet
la conséquence importante suivante :

34 - Nummer 119 Juni 2012



BULLETIN

Proposition 1 Soit M comme ci-dessus. Alors tout vecteur propre dans Vi(M) a ses composantes soit toutes
positives, soit toutes négatives.

Preuve. Observons d’abord que si § est un vecteur & n composantes y1, Y2, ... Yn, alors | Y. yi| < 3. |yi| et que
I'inégalité est stricte si et seulement si certains y; sont positifs et d’autres négatifs. Supposons alors par I’absurde
qu’il existe Z € V4 (M) dont les composantes ont des signes mélangés (certaines positives et d’autres négatives).
De I'équation & = M, on déduit que x; = Zj m; jx; pour tout ¢, et comme m; ; > 0 pour tous ¢ et j, on a :

n
el = D migas| < miglel-
=1 i

En sommant ces inégalités sur ¢ de 1 a n, puis en intervertissant les sommes sur ¢ et sur j on obtient

n n n n n n
Sl <3 sl = 3 (zm) ol =3 o
i=1 i=1 =1

i=1j=1 j=1

qui donne une contradiction. O

Proposition 2 Soient U et W deux vecteurs linéairement indépendants dans R™. Alors il existe une valeur réelle
s telle que le vecteur & = U+ s ou le vecteur & = sU+ W admet des composantes positives et des composantes
négatives.

Preuve. Comme ¥ et w sont linéairement indépendants, ils sont tous deux non nuls. Posons d =, v;. Sid =0,
alors ¢/ possede des composantes de chaque signe, et il suffit de prendre s = 0 et donc de poser & = 9. Si d # 0,
Sw;

posons § = —ZlT et & = sU+, de sorte que Y, x; = 0 et Z # 0. Par suite, & a nécessairement des composantes
positives et des composantes négatives. 0

Corollaire 3 Si M est une matrice stochastique et positive, alors Vi(M) est de dimension 1 et formé des
multiples d’un vecteur I dont les composantes x; > 0 pour tout i et telles que Y, x; = 1.

Preuve. Supposons par absurde que dim(V3(M)) > 2, et soient ¥ et @ deux vecteurs linéairement indépendants
dans V4 (M). Alors le vecteur T construit dans la proposition 2 fournit une contradiction & la proposition 1. [

Enfin, il reste & montrer comment on procede pratiquement pour trouver le vecteur .

Soit M la matrice ci-dessus. L’idée pour calculer le vecteur  tel que >, x; = 1 et M& = & consiste & choisir
un vecteur initial arbitraire Z(9 & composantes positives et de somme 1, puis & définir la suite de vecteurs
#*) = MF*-1 et de démontrer que cette suite converge vers le vecteur cherché.

Notons V' le sous-espace vectoriel de R™ formé des vecteurs @ dont la somme des composantes »_, w; = 0.
C’est, pour le produit scalaire standard, I'orthogonal du vecteur € = (1,...,1)%. On munit également R™ de sa
1-norme : ||7]|; := > i, |vil-

Proposition 4 Posons ¢ = maxi<j<n [1—2-minj<;j<, m; ;|. Alors0 <c <1, etona MU eV et || M|y < cl|v]1
pour tout 7€ V.

Preyve. Pour 7 € V fixé, posons w = M, de sorte que w; = >, m; jv;. Alors

Dowi= Y migui=y v (Z mzz) => v;=0

puisque la matrice M est stochastique et que Z]. v; = 0. Ainsi, @ = M4 € V. Pour prouver I'inégalité, notons
e; = sgn(w;) = £1 le signe de w;, de sorte que

Hle = Zeiwi = Zei Z7ni,jvj
i i J

Observons que les e; n’ont pas tous le méme signe car @ € V (sauf bien stir au cas ol @ = 0, mais alors I'inégalité
est trivialement vraie). Posons encore a; = >, e;m; ; et intervertissons la double somme ci-dessus pour obtenir

@ =" v (Z eimi,j> =Y aju;.
i i j
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Puisque les signes des e; = &1 varient, que e; +1 = 0 ou 2 et que ) . m;; = 1, avec 0 < m; ; < 1, on obtient
d’une part
a; + 1= Z(el + l)mi’j >2- miinmi_j
1
et d’autre part, puisque ex —1 = —2 ou 0 et que my, ; > min; m;;, on a

a; —1= Z(ek —1)my; < -2 ml_inml-yj.
k

Cela implique immédiatement que

—1<-1+2-minm;; <a; <1—-2-minm;; <1.
1 1

Ainsi, |aj| < |1 —2-min; m; ;| < ¢ < 1. On a finalement

Il = <D ajui| < lagllvgl < vl = el
J J J J

ce qui prouve la proposition. O
Voici enfin le résultat qui garantit la convergence de la suite des &) :

Théoréme 5 Soit M une matrice comme ci-dessus. Alors elle admet un unique vecteur ¢ € Vi(M) a compo-
santes toutes positives et tel que ||q|ly = 1. Il peut étre calculé par

7= lim M*z©®
k—o0

& partir de w’importe quel vecteur initial T & composantes positives et tel que Hi"<0>H1 = 1. La convergence de
M*Z©) yers § a liew par rapport & la 1-norme.

Preuve. On sait déja que ¢ existe et est unique. Une fois le vecteur intial #(©) choisi tel que 29 >0 pour tout j

J
et |9 = 1, posons 7 = # — 7 de sorte que ) = §+ 7 et ¥ appartient & V, ¢’est-a-dire que la somme des

composantes de ¢ vaut 0. On a alors pour tout & :

MFEO) = MFG+ MG = ¢+ MFT
car M§ = ¢ donc M*§ = ¢ pour tout k > 0 et
MFEZO) — 7= M7

Par une récurrence évidente, on obtient, par la proposition 4 : || M*#||; < c*||@]|; pour tout k, et comme 0 < ¢ < 1,
on a

lim ||M*%||; =0

k—o0

ce qui permet de conclure que
7= lim M*z,.
k— o0

d

Remarque finale. Dans le cas de la matrice de Google, le calcul direct de la suite ((*));>, par récurrence
comme présenté ci-dessus serait malgré tout tres fastidieux puisque chaque coefficient de Z*) nécessiterait des
milliards de multiplications et d’additions. En fait, le calcul est raisonnable et efficace grace a la forme spéciale
de la matrice M ; comme on 'a vu, M = (1—m)A+mS et A est une matrice creuse, c’est-a-dire qu’elle contient
beaucoup de 0. On observe alors la particularité suivante de S : Soit ¥ € R™ un vecteur dont la somme des
composantes vaut 1. Alors S7 = (Wtotn  wdedoa )T — (1 /n . 1/n)T = 4.

Par suite, quel que soit k, on a mS#® = ma qui est indépendant de k et ainsi la récurrence est en réalité :

2D = (1 — m)AZ® 4+ ma

qui peut se calculer plus facilement puisque le calcul de chaque composante de Z* D ne fait intervenir que
quelques dizaines de composantes de Z*). On peut démontrer qu’une cinquantaine d’itérations suffisent pour
obtenir un vecteur de score satisfaisant.

Lycée cantonal de Porrentruy
pajolissaint@sunrise.ch
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UNE PARTICULARITE DE QUELQUES REELS

Jean Luc Bovet, Auvernier

J'ai éprouvé une certaine stupéfaction apres avoir calculé quelques puissances successi-

1+V5
ves du nombre d’or ¢ = .

2 n "

Deux propriétés apparaissent. 1 ] 161803399

1) Plus n est grand, plus ¢™ est proche de son arrondi, c'est-a- 2 2.61803399

dire de I'entier le plus proche. 3 423606798

_ _ _ 4 6.85410197

2) Au premier terme pres, la suite des arrondis (2, 3, 4, 7, 11, c 11.0901699
18 ...) estla suite dite de Lucas (1, 3, 4, 7, 11, 18 ...), la suite :

qui commence par t; = 1,t, = 3 et de terme général 6 17.9442719

t, =tn_p + t,_1. Nous dirons que ¢™ est asymptotique- 7 29.0344419

ment égalat, (o™ =t,) etque ¢ estun PE (Presque En- 8 46.9787138

tier, ou plus précisément un nombre dont la différence des 9 76.0131556

niemes puissances avec leurs arrondis tend vers 0 quand n 10 122.991869

tend vers I'infini). Nous dirons aussi que la suite des ¢" 11 199.005025

une suite TE de constante ¢ (dont les Termes se rappro- 12 | 321.996894

chent de nombres Entiers). 13 521.001919

Bien siir la contemplation des 13 résultats ci-contre suggere ces affirmations mais ne
démontre rien.

Démonstration.
5 . o . .
Q= 1+2\/_ est la solution positive de 'équation x> —x —1 =0
-5 . .
0 = % est I'autre solution.

Onadonc p?=¢+1,9p+0=1,¢9p-0=—-1et 02=0+1.
Onaaussi 29 —1=+5 et 20 —1 = —/5.

0] 0=1—9¢ p+0=1=¢;

9P =¢+1 02=1-20+¢*=2—-¢ QI+02=3=1,
P =9p*+p=20+1 03=2-3p+¢?=3-2¢ P> +03=4=1t,
P* =20+ =30 +2 0*=3—-5¢p+2¢*=5-3¢ p*+0t=7=t,

On est conduit a penser que @™ + 8™ = t,,. Montrons-le par récurrence.

Hypothése : e+ =t,,
(pn—l + 971—1 — tn—]_

Additionnons : PP 214+ @)+ 0" 21+ 0) =ty +thy
Utilisant ¢ + 1 = @2, 02 =0+ 1 et t,_, +tyq =t,,
Onaura "+ 0" = t,, cqfd2.

Enfin, |0] étant< 1, 6™ - 0 quand n - o, @™ > t,
c'est-a-dire ¢ est un PE, cqfd1.

* %k % %
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La suite des arrondis de ¢™ étant la suite de Lucas on serait intéressé a obtenir celle de
Fibonacci1,1,2,3,5,8,13,21, ...,ou fi =1, L, =1, f, = fu—z + fu-1-

Partons de

1,3,4,7,11,18,... " +06", ..

3,4,7,11,18,29, .. o™t + o7t .

Trouvons deux nombres aetbtelsque a-1+b-3 = leta-3+b-4 = 1.

Réponse : a = -1 p=2
5 5

Multiplions la premiére suite par a, la deuxiéme par b et additionnons; il vient

_l_ n Z n+1_l n E n+1
1,1,2,35,.., AR i SO +26T L
Ce terme général, f,, vaut § ((pn(—l +2¢p)+60™"(—1+ 29)).
Puisque 2¢ — 1 =+/5 etque 26 —1 = —/5,

1
onaura f, = N (™ —0™)

~ " tn

Asymptotiquement, f;, = 7 et f, = 7 ou bien « Fibonacci = %

PP . . 1 .
Autre stupéfaction donc: si la suite des ¢ est une TE, celle des " @™ aussi. Nous

- Lucas»

I'appellerons suite unitaire (commencant par 1, 1) de ¢™.

* %k ok k ok

Nous pouvons maintenant obtenir n’'importe quelle suite s telle que s; = a, s, = b,
Sp = Sp_z + Sp_1- On utilisera le méme procédé qu’avant.

Onaura:s, = (2a — b)f, + (b — a)f,4+, et asymptotiquement s,, = % S™.

2a-b)+(b-a)¢

Cela entraine que tous les nombres de la forme 7

@™ sont des PE.

On aurait pu s’en aviser plus tot en observant que

1 SiS; etS, sontdes TE, leur somme terme a terme est une TE
2 SiSestune TE, sia est entier, la suite a - S est une TE

3 SiS estune TE de constante ¢, la suite ¢ - S est une TE

Sont-ils les seuls ?

* ok ok ok ok n s(n) s(n)/s(n—1)
1 1

Le fait que ¢ a des puissances quasi entiéres nous a 2 |4 4
conduits aux suites de Fibonacci et apparentées. Es- 3 |14 3.5
sayons d’aller dans I'autre sens. 4 |50 3.57142857
Envisageons les suites (x,y, a, b) c'est-a-dire les suites Z égz §'§2179775
tellesques, =a,s, =bet s, =x-S,_,+Y Sp_1. - 3728 S eeicidz
Par exemple la suite (2,3,1,4) est 1, 4, 14, 50, 178 ... 8 8042 35615589
Comme les précédentes cette suite se comporte asymp- |9 | 28642 3.56155185
totiquement comme une suite géométrique. La raison, |10 |102010 3.56155296
1 = 3,56155281, devrait étre la solution positive de 11 363314 3.56155279
I'équation t2 =x +y-t,soit t2—3t—2=0. 12 1293962 3.56155282
1) va jouer le role de ¢. Dans le cas particulier, 13 4608514 3.56155281

s [ o 14 16413466 |3.56155281
Yp=-+ \/; . Les calculs vérifient que 1 estencore un |15 [58457426 |3.56155281
PE. 16 [208199210 |3.56155281
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La suite obtenue n’est pas la suite (2,3,1,4) mais (2,3,3,13). Il convient donc de trouver le

bon facteur. Mémes calculs que pour passer de Lucas a Fibonacci. On trouve ¢ = %.

La suite des ¢ - 1™ est donc de nouveau une TE.
n Y" arrondi | Arr corrigé c-yYr arrondi
1 [3.56155281 4 3/1.10633906 1
2 112.6846584 13 13]3.94028500
3 [45.1770809 45 45]14.0335331 14
4 1160.900560 161 161]49.9811694 50
5 |573.055841 573 573]178.010574 178
6 |2040.96864 2041 2041|633.994062 634
7 17269.01761 7269 7269 |2258.00333 2258
8 125888.9901 25889 25889 (8041.99813 8042
9 [92205.0056 92205 92205|28642.0011 28642
10 |328392.997 328393 328393 ]102009.999 102010
11 [1169589.00 1169589 1169589 | 363314.000 363314
12 |4165553.00 4165553 | 4165553|1293962.00 1293962
13 |14835837.0| 14835837 | 14835837 |4608514.00| 4608514

k %k %k k %k
Voyons enfin les choses d’'une maniére générale : suite (x, y, 51, S3).
/42
Soit 1 la solution positive de I'équation t2 =x +y-t, ¢ = y+++4x.
— 2
Soit 8 I'autre solution: 6 = yJ;—Hx.
Somme des solutions : X' = y, produit des solutions : IT = —x.

Ona p+60=y,p?+62=232-2[1=y%+2x.

1 et 6 étant des solutions de I'équation,ona x +y -y = P? et x +y- 6 = 62
On définit la suite my, my, ..., my, ..ot m, =YP™ + O™

Elle obéit a la regle de récurrence. En effet

X (PUEA O 4y (YT O = Yy ) O (x Yy 0) =Y 4 07

Prenons les suites m;, m,, ms, ... et m,, my, my, ... Multiplions la premiere par a, la
deuxieme par b et additionnons-les terme a terme.

On obtientla suite a-m; +b-my,,a-m, +b-m,,....

Choisissons a et b pour obtenir la suite s4, s, ...

S1'M3z—Sz My S1 Mz =Sz My

my-msz—m32

Tous calculs faits, a = et b=

myms—mj
Le terme général s, vaut a-m, + b -my,; = a- @" + 6™ + b - Y™ + 0™, c'est-a-
dire s, =(a+b-¢) - Yp"+(a+b-0)-6™

Enfinsi 6] < 1,5, = (a+ b-Y) ™, etlasuite des (a + b - ) - Y™ est donc une TE.

%k %k %k %k ok

Pour illustrer ce qui précede, vous trouverez un tableau Excel a 'adresse
www.sspmp.ch/crm/telecharger/PE.xlsx .

Il vous permet de choisir x, y, 51, s,. En rouge, il donne les suites m,, m,, ...et 54,5, ...
calculées selon la regle de récurrence et, en noir, ces mémes suites calculées selon la mé-
thode ci-dessus.
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On peut encore essayer de voir, parmi les nombres de la forme a + Vb lesquels sont des
PE.

Les suites (x,y, s, S,) sont régies par le nombre i solution de Y™ = x -2 +y -1
oup?—y-yp— x=0.

[42 2
lp=u=a+\/3,donca=%etb=yj+x.

2
y étant entier, a est entier ou demi-entier.
yZ
4
Pour que a + Vb soit un PE il faut que |a - \/E| < 1 donc a doit étre un des deux
entiers qui encadrent Vb.

Par exemple si b = 29,V/b = 5,38 donc a doit valoir 5 ou 6.

1) Sia estentier, y est pair, donc — est entier, donc b est entier (mais pas carré).

2) Sia estun demi-entier, y est impair donc b = % out = 1 mod 4. En écriture habi-
tuelle b = qqch,25 (mais pas le carré d’'un demi-entier : pas 2,25, 6.25, 12.25 ...).
Alors a doit étre un des deux demi-entiers qui encadrent vb .

Par exemple si b = 7.25, Vb = 2,69, donc a doit valoir 2,5 ou 3,5 .

La deuxieme feuille du tableau Excel permet de vérifier la chose.

%k %k ok %k ok

Ce petit tour chez les PE explique quelques bizarreries. On peut vivre sans ¢a, c’est vrai,
mais j'espere vous avoir amusé. Merci pour votre attention.
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Cours CRP 2012
Epistémologie des sciences physiques :
Des grands bouleversements aux perspectives pédagogiques

Informations générales

Objectifs :

- Présenter le contexte et I’histoire des grands bouleversements que représente 1’avénement de
la relativité et de la physique quantique en perspective des révolutions futures qui nous
attendent

- Sensibiliser les professeurs de lycées - colléges — gymnases a la problématique que pose le
décalage de plus en plus important entre la physique enseignée et celle utilisée pour réaliser
les objets technologiques du quotidien de nos éléves

Dates :
Les 19, 20 et 21 septembre 2012

Lieu :
Champéry, Suisse

Description du cours :

L’an passé¢ nous avons abordé le théme de la physique quantique et de sa place dans
I’enseignement au gymnase. Nous avons pris conscience de la portée de cette nouvelle physique
aussi bien sur le plan théorique : dépassement de nos représentations classiques de localité, de
causalit¢ et I’arrivée de Dintrication et de la superposition d’états, que sur le plan des
applications : interférométrie, cryptage, téléportation.

11 est temps de voir en quoi nos concepts classiques suffisent pour rendre le monde technologique
dans lequel nous baignons, peuplé d’écrans, de lasers, de clés USB, de smartphones, et bien
d’autres, accessible a la compréhension de nos éléves.

Si ce n’est pas le cas, on doit recourir a des concepts non classiques : lesquels ? et jusqu’a quel
point ?

Intervenants :

- Marc Lachiéze-Rey (Paris)

- Pierre Léna (Paris)

- Bernard Maitte (Lille)

- Philippe-André Martin (EPFL)
- Christian Gruber (EPFL)

- Jiirgen Brugger (EPFL)

- Frédéric Chaberlot (Morges)

Inscription :
http://www.webpalette.ch/fr/catalogue-des-cours/secondaire-ii/wbz-cps/05-
physique/?newsId=1182
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P H Z S TH h e Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich
u r I c - . Swiss Federal Institute of Technology Zurich

Weiterbildungsveranstaltung
Produktives Uben im Mathematikunterricht

Die Padagogische Hochschule Ziirich und die ETH Zirich laden Sie herzlich zu dieser Weiterbildungsver-
anstaltung ein.

Kursdaten
Ort: ETH Zurich

Datum: 5. November (Kick-off) und 3. Dezember (Follow-up) 2012, jeweils am Nachmittag, 13:30
bis 17:00 Uhr

Organisation: René Schelldorfer, Lars Holzapfel, Norbert Hungerbiihler

Referent: Prof. Dr. Lars Holzapfel (Padagogische Hochschule Freiburg im Breisgau)

Inhalt

Ubungsstunden im Mathematikunterricht sind oftmals dadurch gekennzeichnet, dass Schiilerinnen und
Schiiler moglichst viele Aufgaben abarbeiten. Wahrend sich die schnellen und guten Schiiler dabei
langweilen, fallt es den schwacheren Schiilerinnen und Schiilern oft schon bei der ersten Aufgabe
schwer, liberhaupt erst anzufangen. Differenzierung erfolgt dann meist dadurch, dass einfachere oder
schwierigere Aufgaben bereit gestellt werden bzw. der Rest als Hausaufgabe nachgearbeitet werden
muss. Mit dem Einsatz produktiver Ubungsaufgaben soll dieses Szenario durchbrochen werden.

Es stellt sich also die Frage, wie Ubyngsphasen interessant, motivierend und herausforﬁernd fur alle
gestaltet werden konnen. Produktive Ubungsaufgaben konnen einen Beitrag dazu leisten, Ubungsphasen
effizienter und interessanter zu gestalten. Im Idealfall sind diese selbstdifferenzierend, entdeckungsof—
fen und daher motivierend fiir alle. Dies bedeutet, dass die Schiilerinnen und Schiiler beim Uben
Entdeckungen machen konnen und gleichzeitig beim Entdecken Ulben.

Der selbstdifferenzierende Charakter ist ein zentraler Aspekt produktiver Ubungsaufgaben: Alle Schiiler-
innen und Schiiler sollen nach ihren Moglichkeiten gefordert werden und dies bedeutet, dass die
Starkeren herausgefordert und gleichzeitig die Schwacheren nicht abgehangt werden.

Woher bekommt man nun solche Aufgaben? Sicherlich finden sich diese zunehmend in neueren
Schulbiichern, doch es ist auch mit recht wenig Aufwand moglich, diese selbst zu gestalten. In der
Fortbildungsveranstaltung werden zunachst einige solcher Aufgaben vorgestellt. Anschliessend werden
Techniken gezeigt, wie man selbst solche Aufgaben entwickeln bzw. auf die eigene Situation anpassen
kann.

Anmeldung: bitte bis 14. Oktober (Teilnehmerzahl begrenzt) auf

math.ch/WB2012
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Mathematik n Wirtschaft

Die Schnittmenge zwischen Wirtschaft und Mathematik wird zunehmend grésser.
Praxisorientierter Unterricht wird zunehmend wichtiger.

Die DMK |&dt Sie ein zum Weiterbildungskurs:

,Wirtschaftsmathematik im
gymnasialen
Mathematikunterricht*

Der Kurs wendet sich an Lehrpersonen der Sekundarstufe Il.

Wirtschaftsmathematik umfasst verschiedenste Themen, die in der Schulmathematik
nicht fehlen dirfen und dort ihren Platz haben sollten: Finanzmathematik, Analysis,
Wahrscheinlichkeitstheorie, deskriptive und induktive Statistik...

In diesem Weiterbildungskurs soll die Verknlpfung zwischen Schulmathematik und
den verschiedenen Themenbereichen der Wirtschaftsmathematik deutlich gemacht
werden. Die Teilnehmer werden anhand ausgewahlter Fragestellungen in die
Thematik eingefuhrt und lernen anschauliche Beispiele aus der 6konomischen Praxis

kennen.

Wann: Mittwoch, den 31 Oktober 2012
Wo: Gymnasium Minchenstein, Basel
Kursbeitrag: 120 SFr.

Die Kursleitung Gibernimmt Dr. Carmen Brosche

Seit dem Abschluss ihrer Promotion in Wirtschaftsmathematik an der Technischen
Universitat in Jena lebt und arbeitet Frau Dr. Brosche in Dresden. Sie ist dort im
Risikomanagement der ENSO Energie Sachsen Ost AG tatig.

Anmeldungen Uber www.math.ch/DMK2012/

Juin 2012 Numéro 119 - 43



VSMP — SSPMP — SSIMF

Weiterbildung: 23. Schweizerischer Tag iiber
Mathematik und Unterricht

Die SMG, die DMK und die ETH Ziirich laden Sie herzlich zu dieser Weiter-
bildungsveranstaltung ein.

Kursdaten:

Thema: Das moderne Leben der Geometrie
Ort: MNG Rémibiihl, Ziirich
Datum: Mittwoch, 12. September, 2012

Organisation: Meike Akveld (ETH), Marco Bettinaglio (MNG), Norbert
Hungerbiihler (ETH)

Programm:

09:30 Uhr | Check-in in der Aula

10:00 Uhr || Begriissung

10:30 Uhr || Vortrag: Robert Geretschlager

Origami und Geometrie — Papier kann mehr als man denkt
11:30 Uhr || Pause

12:00 Uhr | Vortrag: Urs Lang Tight Spanns — spannende metrische Rdume
H 13:00 Uhr ‘ Mittagessen H
14:30 Uhr || Workshop I

15:15 Uhr | Kaffeepause

15:45 Uhr || Workshop II

16:30 Uhr | Offizielles Ende der Veranstaltung
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Die hier angekiindigten 8 Workshops finden je zweimal parallel an den im
Programm aufgefithrten Zeiten statt:

e Invarianten in der Mathematik — an Beispielen von Graphen, Flichen
und Knoten (Anna Beliakova)

e Perspektive im Unterricht — CAD / CAM und Computergrafik (Marco
Bettinaglio)

e Designerkurven — Bézierkurven im Unterricht (Baoswan Dzung Wong)
e Matrizen im 9. Schuljahr — ein induktiver Zugang (Eric Fitze)
e Geometrie in der Analysis (Peter Gallin)

e Origami und Geometrie — Papier kann mehr als man denkt: praktisches
Erleben geometrischer Figuren im Papier (Robert Geretschléger)

e Differentialgleichungen — ein visueller Zugang (Markus Kriener)

e Beispiele aus der linearen Algebra ab 1930 — Wie geht das im Gymna-
sium von heute? (Hansruedi Schneebeli)

Bitte melden Sie sich bis spéatenstens 31.08.2012 auf der folgenden Webseite
an:

www.math.ch/TMU2012

Dort finden Sie weitere Informationen zu den Workshops und der Anreise.
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Cours CRM 2012 I

Sujets d’applications des mathématiques

Ce cours est organisé en collaboration avec le WBZ CPS de Berne.

La diversité des contenus de la partie « applications de mathématiques » des cours de I’OS
Physique-Applications des mathématiques offre aux enseignants la possibilité d’une certaine
créativité et diversité, et permet aux étudiants d’accéder a un contenu riche et varié.

Ce cours de formation continue, loin de vouloir unifier ces enseignements, souhaite présenter
aux participants divers sujets enseignés au secondaire II. Nous avons ainsi voulu donner la
parole a des collegues qui ont été d’accord de présenter I'un ou 'autre des sujets qu’ils en-
seignent en classe et nous tenons ici déja a les remercier pour leur investissement. Des inter-
venant extérieurs apporteront des compléments utiles a ce qui peut se faire dans nos cours.
Sera présenté cette semaine un apergu de la théorie des graphes (nouveau cahier de la CRM).
Il sera également question de transformations d’images, de cryptographie, de codes binaires,
de programmation linéaire, de valeur d’une option (cahier « Call & Put » de la DMK),de
géométrie avec Cabri-Géometre, ainsi que de statistiques et de méthodes d’échantillonnage.
Nous présenterons en début du cours le résultat d’une enquéte réalisée par la CRM et qui

dresse la liste des sujets abordés dans notre OS et montre la diversité des sujets traités.

Pour la CRM, Jean-Marc Ledermann et Patrick Turtschy

Renseignements et inscriptions

Dates : du 11 au 14 septembre 2012

Programme : voir le site de la CRM : http://www.sspmp.ch/crm/cours.htm
Prix du cours : 350.- francs

Inscription : Cours CPS 12_04_01 www.webpalette.ch

Délai d’inscription : | 13 juillet 2012

Lieu : Leysin, hotel Central-Résidence

Logement : Hotel Central-Résidence

centralresidence@bonellihotels.ch
Chaque participant réserve lui-méme sa chambre

Prix logement : 115.- francs en chambre individuelle, demi-pension (midi)

80.- francs par personne en chambre double, demi-pension (midi)
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Ja - Oui -Si

Ich méchte Mitglied des Vereins Schweizerischer Mathematikund Physiklehrkrafte (VSMP)
sowie des Vereins Schweizerischer Gymnasiallehrerinnen undlehrer (VSG) werden.

J'aimerais devenir membre de la Société Suisse des Professeurde Mathématique et de
Physique (SSPMP) et de la société suisse des professeurs de I'enseignement secondaire
(SSPES).

Desidero diventare membro della Societa Svizzera degli Insegnanti di Matematica e Fisica
(SSIMF) e della Societa Svizzera degli Insegnanti delle Scuole Secondarie (SSISS).

Beitrag/Montant/Quota: Fr. 120.- (VSG-SSPES-SSISS) + Fr. 40.- (SSIMF - SSPMP - VSMP)

Frau/Mme/Sig.ra [ ] Hert/M./Sig. [] Prof. [] Dr. []

Name/Nom/Cognome:

Vorname/Prenom/Nome:

Adresse/Indirizzo (privat/privato):

Plz-Ort/NP-Ville/CAP -Luogo:

(Land/Pays/Paese):

Email: (Tel):

(Geburtsdatum/Date de naissance/Data di nascita):

Sprache/Langue/Lingua: D[] F[] I []

Schule/école/scuola: ..o Kanton/canton/cantone: ..........ceeeeernne .

Kategorie/Catégorie/Categoria: activ/actif/attivo D passive/passif/passivo |:|
Student/in, étudiant(e), studente/ssa. ||

Einsenden an/envoyer a/inviare a:
VSG -SSPES -SSISS, Sekretariat (Frau Doris Lazzeri), 3000 Bern
oder per Internet: www.vsg-sspes.ch
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